
偏極多様体の断面不変量と
その応用について

福間　慶明

平成 21 年 7 月 5 日改定





3

第1章 はじめに

Xを複素数体上定義された n次元 (非特異)射影多様体, LをX上の
豊富な因子とする. このとき対 (X,L)を (非特異)偏極多様体と呼ぶ. こ
の (X,L)の性質を調べる重要な手段の一つに不変量を用いる方法があ
る. このノートでは特に偏極多様体の断面不変量とその応用について述
べることを目的とする. 偏極多様体の断面不変量の定義は第 2章で述べ
るが, 簡単に言うと Lが非常に豊富な因子の場合, Lの一般の元を使っ
てXを切ったときにできるXの部分多様体のある種の不変量を表すも
のである. ここでまず偏極多様体の不変量に関する歴史を振り返ってみ
よう. 今現在一般に認知されている偏極多様体の不変量には以下のもの
がある.

(1) 次数Ln.

(2) 断面種数 g(L) (Definition 3.1.1をみよ).

(3) ∆-種数∆(L)(:= n + Ln − dim H0(L)).

これらを用いた偏極多様体の分類については以下のことが知られている.

(1) 次数について: Lが非常に豊富な因子で Ln ≤ 11である (X,L)

について分類が得られている. (P. Ionescu (Ln ≤ 8の場合 [38],

[39], [41]), Fania-Livorni (Ln = 9の場合 [9], Ln = 10の場合 [10]),

Besana-Biancofiore (Ln = 11の場合 [4]))

(2) 断面種数について: Lが一般の豊富な因子の場合, g(L) ≥ 0であ
り, さらに g(L) ≤ 2なる (X,L)について分類が得られている (藤
田隆夫 (g(L) ≤ 2の分類 [12], [13]), P. Ionescu (g(L) ≤ 1の分類
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[40])など. そのほかにも多くの数学者により (条件付もしくは部
分的)分類が得られている. 第 3章も参照).

(3) ∆-種数について: ∆(L) ≥ 0であり, さらに∆(L) ≤ 2なる場合に
分類が得られている (詳しくは [15]をみよ. また [37]には日本語
による解説もあるので参照のこと).

これらの分類結果を用いて偏極多様体に関するさまざまな興味深い
結果が得られ, 応用されている. しかしさらに偏極多様体のもっと詳し
い性質を調べるには, これらの不変量のみでは限界がある. そこでさら
に新たな不変量を定義することで, 今までにわからなかった性質の解明
をするために, [22]において 0以上n以下の任意の整数 iに対して第 i断
面幾何種数 gi(X, L)なるものを定義した. 以下で述べるようにこれは
(X,L)の次数や断面種数の一般化として考えられる. また第 i断面幾何
種数は i次元射影多様体の幾何種数と類似の性質を持つと期待され, 実
際にそれを裏付ける結果も出始めている. さらにこれを契機として他に
もさまざまな断面不変量が定義されてきた. 例えば, 断面算術種数 ([22,

Definition 4.4]), 断面Betti数, 断面Hodge数, 断面Euler数 ([29]) な
どが定義されている (例えば [29]を参照).

そこで現在の私の研究目標は次の 2つである:

(A) i次元射影多様体の不変量 (幾何種数など)を用いた結果を断面不
変量を用いて n次元偏極多様体版に拡張できるか調べる.

(B) (A)で得られた結果を用いて今まで未解決である問題を進展させ
ることができるかについて考える.

さてこのノートの内容は以下のように構成される.

まず第 2章で豊富な直線束の性質と断面不変量の定義, また断面不変
量のひとつである断面幾何種数や断面 H-算術種数を定義し, その幾何
的意味についてを述べる.

第 3章では古典的不変量の一つである断面種数についての解説をす
る. その際必要となる随伴束の理論についても復習する. ここで断面種
数は第一断面幾何種数となることを注意しておく.
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第 4章では第二断面不変量により非特異偏極多様体を考察する. ここ
での目的は第二断面不変量を用いて曲面論を偏極多様体の話に翻訳し
考察することである. 特に次元が 3の時Castelnuovoの定理の偏極多様
体版を示す (Theorem 4.3.1をみよ).

第 5章では断面不変量を用いた応用例として非特異偏極多様体 (X,L)

の随伴束KX + tLの大域切断のなす次元について考察する. 特に, Bel-

tramettiと Sommeseにより提出された次の予想が n = 3の場合に正し
いことを示す.

Conjecture 1.0.1 (Beltrametti-Sommese) (X,L)を n次元非特異
偏極多様体とする. もしKX +(n−1)Lがnefならh0(KX +(n−1)L) > 0

である.

最後に断面不変量や随伴束に関する予想・問題をあげる.

このノートでは次数と断面種数の一般化として第 i断面幾何種数を考
えるが, ∆-種数の一般化として第 i ∆-種数∆i(X,L)なるものも定義で
きる. これは断面幾何種数を用いて定義される. また断面種数と∆-種
数との間に密接な関係があるのと同様に, Lの完備線形系 |L|が基点を
持たない時には gi(X,L)と∆i(X,L)の間には密接な関係があることが
わかる. (これらについての解説は [21], [27]にあるので参照のこと. ま
たこれらに関することは別の機会に述べられればと考えている.)

このノートで出てくる代数幾何学における用語

• 代数多様体とは複素数体上の分離的かつ有限型な既約かつ被約概
型のこと.

• 射影多様体とは射影空間の閉部分代数多様体のこと.

• X, Y を概型, f : Y → X を射とする. このとき f が埋め込みで
あるとは f(Y )はXのある閉集合と同相であって, さらにOX →
f∗(OY )が全射になるときをいう.

• X を複素数体上定義された射影多様体とする. KX をOX の全商
環の層とする. つまりXのアファイン開集合Uに対してΓ(U,KX)
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は γ(U,OX)の商環とする. またK∗
XをKXの単元のなす群の層と

する. このときOX ⊂ KX かつO∗
X ⊂ K∗

X が成り立つ.

• {Ui}iをX のアファイン開被覆, fi ∈ Γ(Ui,K∗
X)とする. このと

きD = {(Ui, fi)}がCartier因子であるとは任意の i, jに対して
fi/fj ∈ γ(Ui ∩ Uj,O∗

X)となるときをいう. また fiをDのUiにお
ける局所方程式と呼ぶ.

• {(Ui, fi)}と {(Vj, gj)}が同じ Cartier因子を表しているとは次の
条件を満たしているときをいう: {Ui}と {Vj}のある細分 {Wk}が
存在して fi|Wk

/gj|Wk
が単元となる.

• Div(X) := { X上のCartier因子全体 } とおくとDiv(X)は群の
構造をもつ. つまりD1 := {(Ui, fi)}, D2 := {(Ui, gi)}とするとき,

D1 + D2 := {(Ui, figi)}と定義する. また単位元を {(Ui, 1)}, そし
て−D1 := {(Ui, f

−1
i )}とする.

• Cartier因子DはH0(X,K∗
X/O∗

X)の元とみなせる.

逆にH0(X,K∗
X/O∗

X)の元 sをとると sはX のあるアファイン開
被覆 {Ui}と si ∈ K∗

X(Ui)/O∗
X(Ui)を用いて {(Ui, si)}と考えられ

る. これはCartier因子となる.

• H1(X,O∗
X)はCech cohomologyの定義よりXのPicard群を表す.

• Cartier因子Dのサポート Supp(D)とは次で定義される:

Supp(D) := { x ∈ X | 1はDの xでの局所方程式とならない.}

このとき Supp(D)はXの閉集合となる.

• Cartier因子Dに対して可逆層O(D)を次のようにして対応させる:

D := {(Ui, fi)}とする. このときO(D)|Ui
= OUi

f−1
i ⊂ KX(Ui)と

おく. このときO(D)はKXの部分層とみなす. するとO(D)は可
逆層となる. ここで δ : Div(X) → Pic(X)を δ(D) = O(D)と定義
する. するともしXが整もしくは射影的ならば δは全射である.
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• Cartier因子Dが主因子であるとは次の性質を満たすときをいう:

ある f ∈ H0(X,K∗
X)が存在して f は X の任意の元 xにおける

Dの局所方程式となる. つまりD = {(Ui, f)}である. このとき
D = (f)と書く. 上記 δ : Div(X) → Pic(X)の核Kerδは主因子全
体からなる集合である.

• D1とD2が線形同値であるとはD1−D2 = (f)となるf ∈ H0(X,K∗
X)

が存在するときをいう. このときD1 ∼ D2とかく.

• {D′ ∈ Div(X) | D′ ∼ D }をDの因子類 (divisor class)という.

• Xが整もしくは射影的ならばX上のCartier因子の因子類と可逆
層は一対一に対応する. またX 上の可逆層とX 上の直線束との
間にも一対一の対応がある. したがってこれらを区別することな
く同一視することがある.

• Cartier因子Dが主因子であるための必要十分条件はO(D) ∼= OX

である.

• Cartier因子{(Ui, fi)}が正因子であるとは各 iに対してfi ∈ H0(Ui,OUi
)

が零因子でないときをいう.

• Dが正因子ならば完全列

0 → OX(−D) → OX → OD → 0

が存在する.

• DをCartier因子とする. このときDの完備線形系 |D|とはDと
線形同値な正因子全体からなる集合のことである.

• X を体 k上の完備整概型とする. このときX 上の線形系 Λを次
で定義する:

(1) D,D′ ∈ ΛならばD ∼ D′.

(2) Λ = {(s)0 | s ∈ V }なる V ⊂ H0(X,OX(D))が存在する.
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ここで s ∈ H0(X,OX(D))に対して (s)0を以下のように定義する:

φU : O(D)|U ∼= OU とすると φU(s|U) ∈ H0(U,OU)となる. する
と {(U, φ(s|U))}は Cartier因子でありかつ正因子となる. (φU は
Uのとり方によってかわるがH0(U,O∗

U)の元による積を除いて決
まるのでwell definedである.)

• X が整ならH0(X,O(D))/H0(O∗
X)の 0でない元と |D|の元は一

対一に対応する. しかしXが整でない場合はそうとは限らないこ
とに注意.

• Serreの双対律.

Xを n次元非特異射影多様体, E をX上の局所自由層とする. こ
のとき次の自然な同型が存在する: H i(X, E) ∼= Hn−i(X, E∗ ⊗
O(KX))∗. ただし ∗は双対を表す.

• 射影代数多様体と解析空間との関係: XをC上有限型の概型とす
る. このときX に付随する解析空間Xhを次のように定義する.

Xはアファイン概型Yi = SpecAiで被覆される. 各AiはC上有限
型なのでAi = C[x1, . . . , xn]/(f1, . . . , fq)と表せる. ただし fjは多
項式である. この fjはCn上の正則関数とも考えられるのでこれ
の共通零点集合は複素解析空間 (Yi)h ⊂ Cnである. これらをYiで
の張りあわせを用いてはりあわせることで解析空間ができる. こ
れをXhと書くことにする. これからC上有限型の概型の圏から
複素解析空間の圏への関手が作られる. さらに次がいえる:

(Chow) M が Pnのコンパクト解析部分空間とすると, Pnのある
部分概型Xが存在してXh = M となる.

ここで次のような関係が得られる:

(1) XがC上分離的であるための必要十分条件はXhはハウスド
ルフ空間であることである.

(2) X が Zariski位相で連結であるための必要十分条件はXhは
通常の位相で連結であることである.
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(3) XがC上非特異あるための必要十分条件はXhは複素多様体
であることである.

(4) XがC上固有であるための必要十分条件はXhはコンパクト
であることである.

またX上の連接層FからXh上の連接層Fhを作ることもできる.

さらに連接層とそのコホモロジーについてはつぎのこと (GAGA

の原理)が言える:

(Serre) XをC上の射影的概型とする. このとき上記でのべた関
手はX上の連接層のなす圏からXh上の連接解析層のなす圏への
圏同値を導く. さらにX上の任意の連接層F と任意の非負整数 i

に対して自然な写像H i(X,F) → H i(Xh,Fh)は同型である.

• LのEuler-Poincare標数χ(tL)とは, χ(tL) :=
∑n

j=0(−1)jhj(tL)

のこと.

• X上の直線束Lがネフ (nef)であるとは, X上の任意の既約曲線
Cと Lとの交点数 LCが非負になるときをいう.

• 直線束Lの飯高次元κ(L)をmaxt>0{dim Φ|tL|(X)} (なおΦ|tL|は
|tL|に付随する有理写像とする)で定義する．ただし任意の正の
整数 tに対して h0(tL) = 0のときは κ(L) = −∞とする．

• Xが非特異のときのXの小平次元 κ(X)を κ(KX)で定義する．

• X上の直線束 Lが巨大 (big)であるとは κ(L) = dim Xなるとき
をいう．

• Xの不正則数 q(X)とは dim H1(OX)のことをいう．

• X のH-算術種数 χ(OX)とは χ(OX) =
∑n

j=0(−1)jhj(OX)のこ
とをさす．これは [36]の中で算術種数と呼ばれている．ここでは
Hirzebruchの意味での算術種数ということでχ(OX)を ‘H-算術種
数’とよぶことにする．
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• n次元非特異射影多様体Xの幾何種数pg(X)とはh0(ΩX)(= hn(OX))

のこと. ただしΩX はXの余接束とする．

本ノートで用いられる記号について

このノートでは複素数体上で考える.

Z: 整数全体からなる集合.

Q: 有理数全体からなる集合.

R: 実数全体からなる集合.

C: 複素数全体からなる集合.

OX : Xの構造層.

χ(F): 連接層F の Euler-Poincaré 標数.

hi(F) := dimH i(X,F) (F をX上の連接層とする).

hi(D) := hi(O(D)) (DをCartier因子とする).

Bs|D|: |D|の基点全体からなる集合.

KX : Xの標準因子.

κ(D): Cartier 因子Dの飯高次元.

Pn: n次元射影空間.

Qn: Pn+1内の n次元 2次超曲面.

PX(E): X上のベクトル束 E の一次元商の射影束.

H(E): PX(E)のトートロジカルな直線束. ∼ (or =): 線形同値.

≡: 数値的同値.

Pic(X): Xの Picard群.

Tl(X) := Tl(c1(TX), . . . , cl(TX)), ただし Tl ∈ Q[x1, . . . , cl]は重さ lの
Todd多項式.

・実数mと非負整数 nに対して,

[m]n :=

{
m(m + 1) · · · (m + n − 1) n ≥ 1の時,

1 n = 0の時.

[m]n :=

{
m(m − 1) · · · (m − n + 1) n ≥ 1の時,

1 n = 0の時.
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この時 nを固定すると, [m]n と [m]nは, 次数が nのmに関する多項式
となる.

任意の非負整数 nに対して,

n! :=

{
[n]n n ≥ 1の時,

1 n = 0の時.

任意の整数mと任意の非負整数 nに対して,(
m

n

)
:=

[m]n
n!

とおく. ここで 0 ≤ m < nなら
(

m
n

)
= 0となり, また

(
m
0

)
= 1である.

・m, nを非負整数とする. このとき S(n,m)を n個の対象をm個のク
ラスに分けるわけ方の数とする. (これを第 2種スターリング数という).

ここで S(0, 0) = 1とおく. 一般に p < qなら S(p, q) = 0, p ≥ 1なら
S(p, 0) = 0, S(p, 1) = S(p, p) = 1,でありさらに 1 ≤ q ≤ pに対して
S(p, q) = S(p − 1, q − 1) + qS(p − 1, q)が成立する.
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第2章 偏極多様体とそのいくつ
かの不変量について

ここでは偏極多様体の定義といくつかの断面不変量を定義してその
基本的性質を述べる. 以下では特に断らない限り定義体は複素数体であ
ると仮定する.

2.1 偏極多様体の定義について
Definition 2.1.1 Xを n次元射影多様体, LをX上の直線束とする.

(a) Lが非常に豊富 (very ample)であるとは, Lの完備線形系 |L|に
よりつくられる射X → PN が埋め込みを与えるときをいう.

(b) Lが豊富 (ample)であるとはある自然数mでL⊗mが非常に豊富
になるときをいう.

(c) 直線束Lが大域切断で生成される (spanned by its global sec-

tions)とは, 自然な写像 Γ(X,L) ⊗C OX → Lが全射になるとき
をいう. Lが大域切断で生成されることと Lを Cartier因子と考
えたときの完備線形系 |L|の基点集合 Bs|L|が空集合であること
は同値である．

Definition 2.1.2 X を n次元射影多様体, Lを X 上の直線束とする.

組 (X,L)が偏極多様体 (polarized variety)であるとは Lが豊富であ
るときをいう. またXが非特異のときこの (X,L)を非特異偏極多様体
(polarized manifold)とよぶ.
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Remark 2.1.1 Xを n次元射影多様体, LをX上の直線束とする.

(a) Lが非常に豊富ならば, 大域切断で生成される.

(b) Lが非常に豊富な (もしくは大域切断で生成される)とき, h0(L) ≥
n + 1が成立する.

(c) Lが一般に豊富な直線束の場合は h0(L) = 0なる例が存在する.

(一般の偏極多様体の構造を調べることが難しくなる原因のひと
つがこれである.)

(c.1) dim X = 1のとき, 1 ≥ q(X)なら h0(L) ≥ 1が成立する. し
かし q(X) ≥ 2なら次がいえる:

(c.1.1) deg L < q(X)なら h0(L) = 0なる豊富な直線束 Lが
存在する.

(c.1.2) deg L ≥ q(X)ならつねに h0(L) ≥ 1が成立する.

(c.2) dim X ≥ 2のとき, 任意の正の整数 dに対して Ln = dかつ
h0(L) = 0なる例が存在する.

Remark 2.1.2 豊富な直線束Lの交点数に関することについて以下の
ことが成り立つ:

(a) Lが豊富なら Ln > 0がいえる. (ここで Lnは (X,L)の次数と呼
ばれている古典的不変量のひとつである. 実はLが非常に豊富な
ときはこれによる分類が得られている (詳しくは「はじめに」を
参照).)

(b) 一般に次のことが示される.

Theorem 2.1.1 (中井の判定法) X を n次元射影多様体, LをX 上の
直線束とする. このとき Lが豊富であるための必要十分条件は次が成
り立つことである: X の任意の j次元部分多様体 Z に対して LjZ > 0

が成り立つ.

応用上は以下で述べるCorollary 2.1.1のものが使いやすい. それを述
べる前に必要な言葉を定義する.
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Definition 2.1.3 Xを射影多様体, LをX上の直線束とする.

(a) Lが c-effectiveであるとはX の正規化 X̃ 上のある正因子Dと
正整数mが存在してD = mL

eX となるときをいう.

(b) Lが strictly c-effectiveであるとは c-effectiveかつD ̸= 0なる
ときをいう.

(c) Lが c-positiveであるとは任意の正次元をもつ部分多様体W に
対して LW が strictly effectiveなるときをいう.

Corollary 2.1.1 ([11], Appendix B) X を射影多様体, LをX 上の
直線束とする. もし Lが c-positiveならば豊富である.

次の定理も非常によく使われる:

Theorem 2.1.2 (小平の消滅定理) Xをn次元非特異射影多様体, Lを
X上の豊富な因子とする. このとき 0 ≤ j ≤ n− 1に対して hj(−L) = 0

が成立する.

これの相対版も役に立つ. その前に必要な言葉の定義を与える.

Definition 2.1.4 X, Y を射影多様体, f : X → Y を射, LをX上の直
線束とする.

(a) Lが f に関して非常に豊富 (もしくは f-非常に豊富)であるとは
標準的な写像

f∗f∗(L) → L

が全射であり, さらにこれによりえられる写像

j : X → PY (f∗(L))

が埋め込みを与え、さらに f = p ◦ jをみたすときをいう. ただし
p : PY (f∗(L)) → Y とする.)

(b) Lが f に関して豊富 (もしくは f-豊富)であるとはある正整数m

で L⊗mが f に関して非常に豊富になるときをいう.
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Theorem 2.1.3 (小平の消滅定理の相対版) Xを非特異射影多様体, Y

を正規射影多様体で dim X > dim Y ≥ 1なるものとする. さらに f :

X → Y なる全射でかつ連結なファイバーを持つものが存在するとする.

もしX 上のCartier因子Dに対してD − KX が f -豊富ならば, 任意の
正整数 iに対してRif∗(O(D)) = 0が成立する.

Theorem 2.1.4 (Hodgeの指数定理) Xを非特異射影多様体, AをA2 >

0なる因子とする. このとき任意の因子Dに対して (AD)2 ≥ A2D2が
成り立つ. さらにもし等号が成立するならば, D ≡ aA が成り立つ. た
だし a ∈ Q.

Theorem 2.1.5 Xを正規射影多様体, D1とD2をCartier因子とする.

もし h0(D1) >かつ h0(D2) > 0なら

h0(D1 + D2) ≥ h0(D1) + h0(D2) − 1

が成立する.

Proof. [44, 15.6.2 Lemma]をみよ.

2.2 偏極多様体の不変量の定義について
Proposition 2.2.1 F (t) ∈ R[t]とし, nを F (t)の次数とする. このと
き次が成立する.

(a) F (t)は次のように一意的に書ける.　ただし aj ∈ R.

F (t) =
n∑

j=0

aj

(
t + j − 1

j

)
.

(b) 任意の t ∈ Zに対して F (t) ∈ Zならば aj ∈ Zである.
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Proof. (a) nに関する帰納法で示す. n = 0のときは自明. n ≥ 1のとき
F (t) =

∑n
i=0 bit

i, G(t) := F (t) − bn

(
t+n−1

n

)
とおくと, deg G(t) ≤ n − 1

が成り立つ. よって帰納法の仮定よりG(t) =
∑n−1

j=0 aj

(
t+j−1

j

)
とかける.

すると

F (t) = bn

(
t + n − 1

n

)
+

n−1∑
j=0

aj

(
t + j − 1

j

)

=
n∑

j=0

aj

(
t + j − 1

j

)
.

(最後で an := bnとおいた.) よってこのようにかけることがわかった.

一意性については多項式の性質をつかうといえる.

(b) これも nに関する帰納法で示す. n = 0のときは自明. n ≥ 1のとき

F (t + 1) − F (t) =
n∑

j=0

aj

(
t + j

j

)
−

n∑
j=0

aj

(
t + j − 1

j

)

=
n∑

j=1

aj

(
t + j − 1

j − 1

)

=
n−1∑
j=0

aj+1

(
t + j

j

)

=
n−1∑
j=0

bj

(
t + 1 + j − 1

j

)

=
n−1∑
j=0

bj

(
s + j − 1

j

)
.

最後の式をH(s)とおく. するとH(s) = F (s) − F (s − 1)で, 仮定か
ら s ∈ ZならH(s) ∈ Zとなるので帰納法の仮定より bj ∈ Z, つまり
i = 1, . . . , nに対して ai ∈ Zとなる.

一方で a0 =
∑n

j=0 aj

(
j−1

j

)
= F (0) ∈ Zとなるので題意が示された. 2

ここで F (t)として次の多項式を考える.
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Proposition 2.2.2 (Snapper) Xをn次元射影多様体, LをX上の直
線束とする. このときχ(L⊗t) :=

∑n
i=0(−1)ihi(X,L⊗t)は tに関する高々

n次の多項式となる.

証明は例えば [43]をみよ.

ここで F (t) = χ(L⊗t)とおき, これを Proposition 2.2.1のように記述
する:

Notation 2.2.1 (X,L)を n次元偏極多様体とする. このとき

χ(L⊗) =
n∑

j=0

χj(X,L)

(
t + j − 1

j

)
とかく.

この χj(X,L)を用いて次の不変量を定義する.

Definition 2.2.1 ([22], Definition 2.1, [26], Definition 2.1) (X,L)

を n次元偏極多様体とし, iを 0 ≤ i ≤ nをみたす整数とする.

(a) (X,L)の第 i断面 H-算術種数 (i-th sectional H-arithmetic

genus) χH
i (X, L) を次の式で定義する:

χH
i (X,L) := χn−i(X,L).

(b) (X,L)の第 i断面幾何種数 (i-th sectional geometric genus)

gi(X, L) を次の式で定義する:

gi(X,L) = (−1)i(χH
i (X,L) − χ(OX)) +

n−i∑
j=0

(−1)n−i−jhn−j(OX).

Remark 2.2.1 (a) Proposition 2.2.1 (b)より 0 ≤ j ≤ nをみたす任
意の整数 jに対してχj(X,L) ∈ Zなので,定義から 0 ≤ i ≤ nをみ
たす任意の整数 iに対して χH

i (X,L) ∈ Zと gi(X,L) ∈ Zを得る.
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(b) もし i = 0 なら,

g0(X,L) = χH
0 (X,L) = Ln

をみたす.

(c) もし i = nなら,定義よりχH
n (X,L) = χ0(X,L). そこで t = 0を代

入すると, χ(OX) = χ(L⊗0) =
∑n

j=0 χj(X,L)
(
0+j−1

j

)
= χ0(X,L)

となる. つまり χH
n (X,L) = χ(OX)となる. また

gn(X,L) = (−1)n(χH
n (X,L) − χ(OX)) +

0∑
j=0

(−1)0−jhn−j(OX)

= hn(OX)

をみたす. つまりX が非特異のとき, これは Serreの双対律を用
いると h0(ΩX)と等しい. つまり幾何種数と等しくなる.

(d) 定義より断面H-算術種数と断面幾何種数との間には次のような関
係があることがわかる: 1 ≤ i ≤ nなる任意の整数 iに対して

χH
i (X,L) =

i−1∑
j=0

(−1)jhj(OX) + (−1)igi(X,L)

が成立する.

2.3 断面H-算術種数や断面幾何種数のもつ幾何
的意味について

ここでは断面H-算術種数や断面幾何種数のもつ幾何的意味について
考える. まず必要な定義を与える.

Definition 2.3.1 (X,L)をn次元偏極多様体とし，X0 := X，L0 := L

とおく．
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(a) Lが k-はしごをもつとは射影多様体の列X = X0 ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃
Xkで 1 ≤ j ≤ kなる任意の整数 jに対してXjはLj−1の完備線形
系 |Lj−1|の元となるものが存在するときをいう．ただし Lj−1 :=

L|Xj−1
とする．ここで dim Xj = n− jであることに注意．さらに

各Xjが非特異のとき，Lは非特異 k-はしごをもつという．

(b) Lが (非特異)(n − 1)-はしごをもつとき，単にLは (非特異)はし
ごをもつという．

ここで次のBerttiniの定理を紹介する.

Theorem 2.3.1 (Bertini) (X,L)を非特異偏極多様体とし, Lは大域
切断で生成される直線束とする. このときLの完備線形系 |L|の一般の
元Dは非特異である.

dim X ≥ 2のとき |L|の任意の元は連結であることを考えると上記定
理のDは n− 1次元非特異射影多様体となる. これを繰り返すと次の結
果が得られる:

Proposition 2.3.1 (X,L) を n次元非特異偏極多様体 (n ≥ 2), さらに
Lは大域切断で生成されると仮定する. このとき Lは非特異なはしご
X ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xn−1をもつ.

Notation 2.3.1 (X,L)を n次元非特異偏極多様体とし, Lは非特異
(n − i)-はしご X ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xn−i を持つとする. (ただし iは
1 ≤ i ≤ n − 1なる整数とする.) このとき Lj := LXj

とおく.

これより以下のことがいえる.

Theorem 2.3.2 (X,L)を n次元非特異偏極多様体, Lは大域切断で生
成されるとする. ここで Proposition 2.3.1の記号を用いる. この時,

1 ≤ i ≤ nをみたす任意の整数 iに対して

χH
i (X,L) = χ(OXn−i

)

gi(X,L) = hi(OXn−i
)

をみたす.
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Proof. i = nのときはRemark 2.2.1(c)より正しいので 1 ≤ i ≤ n− 1と
する. このとき次を示す: 0 ≤ j ≤ n − i − 1なる整数 jに対して

(a) χH
i (Xj, Lj) = χH

i (Xj+1, Lj+1).

(b) gi(Xj, Lj) = gi(Xj+1, Lj+1).

(a)について. j = 0としても一般性を失わないので j = 0とする. 完
全列

0 → O(−X1) → OX → OX1 → 0

を考える. これに L⊗tをテンソルしてやると

0 → L⊗t−1 → L⊗t → (L1)
⊗t → 0

がえられるのでこれよりχ(L⊗t) = χ(L⊗t−1)+χ((L1)
⊗t)が成立する. こ

こで

χ(L⊗t) =
n∑

j=0

χj(X,L)

(
t + j − 1

j

)
,

χ((L1)
⊗t) =

n−1∑
j=0

χj(X1, L1)

(
t + j − 1

j

)
とする. すると

χ((L1)
⊗t) = χ(L⊗t) − χ(L⊗t−1)

=
n∑

j=0

χj(X,L)

(
t + j − 1

j

)
−

n∑
j=0

χj(X,L)

(
t + j − 2

j

)

=
n∑

j=1

χj(X,L)

(
t + j − 2

j − 1

)

=
n−1∑
j=0

χj+1(X,L)

(
t + j − 1

j

)
.

したがって1 ≤ j ≤ nなる任意の整数jに対してχj(X,L) = χj−1(X1, L1)

がいえる. 一方で断面H-算術種数の定義より χj(X,L) = χH
n−j(X,L),
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χj−1(X1, L1) = χH
n−1−(j−1)(X1, L1) = χH

n−j(X1, L1)がいえるので題意が
示された.

(b)について. この場合も j = 0の場合について示す. いま (a)より
χH

i (X,L) = χH
i (X1, L1)が成立する. 一方で完全列

0 → O(−X1) → OX → OX1 → 0

より

0 → H0(O(−X1)) → H0(OX) → H0(OX1)

→ H1(O(−X1)) → H1(OX) → H1(OX1)

→ H2(O(−X1)) → H2(OX) → H2(OX1)

→ · · ·

がいえる. また Lは豊富なので小平消滅定理 (Theorem 2.1.2)を使う
と 0 ≤ j ≤ n − 1なる整数 jに対して hj(O(−X1)) = 0がいえるので,

0 ≤ j ≤ n− 2なる整数 jに対して hj(OX) = hj(OX1)がいえる. これと
Remark 2.2.1 (d)を使うと

gi(X,L) = (−1)iχH
i (X,L) +

i−1∑
j=0

(−1)i−j−1hj(OX)

= (−1)iχH
i (X1, L1) +

i−1∑
j=0

(−1)i−j−1hj(OX1)

= gi(X1, L1).

がいえる. 2

Remark 2.3.1 Theorem 2.3.2から χH
i (X,L)は Xn−i の H-算術種数,

gi(X,L)はXn−iの幾何種数となることがわかる. これから次の仮説を
立てることが出来る:

(仮説) 偏極多様体 (X, L)の第 i断面幾何種数 (resp. 第 i断面H-算術種
数)は, i次元非特異射影多様体の幾何種数 (resp. H-算術種数)

の持つ性質と類似の性質を持つ.
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ここで断面不変量の定義を与えておこう.

Definition 2.3.2 (X,L)をn次元非特異偏極多様体，iを 1以上n以下
の整数，I(Y )を i次元射影多様体Y に関するある不変量とする．このと
き (X, L)の不変量Fi(X, L)が不変量Iに関する第 i断面不変量である
とは次をみたす時にいう: X上の任意の大域切断で生成される豊富な直
線束LとLに付随する任意の非特異 (n−i)-はしごX ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xn−i

に対し Fi(X,L) = I(Xn−i)が成立する．

Remark 2.3.2 Theorem 2.3.2は第 i断面幾何種数と第 i断面H-算術種
数がそれぞれ i次元非特異射影多様体の幾何種数と H-算術種数に関す
る第 i断面不変量であることを示している．

Remark 2.3.3 Xが非特異のときHirzebruch-Riemann-Rochの定理に
より gi(X,L)や χH

i (X,L)は次のようにかけることが知られている (詳
しくは [24]をみよ).

gi(X,L) =
n−1∑
l=0

(−1)l (n − i)!

(n − l)!
S(n − l, n − i)Tl(X)Ln−l

+(−1)i+1

(
χ(OX) −

n−i∑
k=0

(−1)n−khn−k(OX)

)
.

さらに次の定理を用いると具体的に与えられた非特異偏極多様体の
断面幾何種数の計算が容易になる場合がある.

Theorem 2.3.3 ([22], Theorem 2.3) (X,L)を n次元非特異偏極多
様体, iを 0 ≤ i ≤ n − 1なる任意の整数とする. このとき

gi(X,L) =
n−i−1∑

j=0

(−1)j

(
n − i

j

)
h0(KX + (n − i − j)L)

+
n−i∑
k=0

(−1)n−i−khn−k(OX).

が成立する.
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Proof. これは一般に次の定理と Serreの双対律, 小平の消滅定理 (The-

orem 2.1.2), 断面幾何種数の定義 (Definition 2.2.1 (b)) からわかる.

Theorem 2.3.4 ([22], Theorem 2.2) (X,L)を n次元偏極多様体, p

を 0 ≤ p ≤ nをみたす任意の整数とする. このとき次が成り立つ:

χp(X,L) =

p∑
k=0

(−1)p−k

(
p

k

)
χ(−(p − k)L).

Example 2.3.1 (a) (X,L) = (Pn,OPn(1))のとき.

このとき t ≤ n− 1なる整数 tに対して h0(KX + tL) = 0が成立す
る. さらに j ≥ 1に対して hj(OX) = hn−j(KX) = 0がいえる. し
たがってTheorem 2.3.3から i ≥ 1に対し gi(X,L) = 0がいえる.

また g0(X,L) = 1である.

(b) (X,L)がm次元正規射影多様体 Y 上の n次元スクロール (Defini-

tion 3.2.1をみよ)のとき (n > m ≥ 1).

f : X → Y をその射とする. 仮定より −KX は f -豊富である.

したがって Theorem 2.1.3より j ≥ 1なる任意の整数 j に対し
て Rjf∗(OX) = 0が成り立つ. よって hj(OX) = hj(f∗OY ) =

hj(f∗f
∗OY ) = hj(OY )がいえる. 特に j ≥ m + 1なる jに対して

hj(OX) = 0がいえる.

Fをfの一般ファイバーとし, t ≤ n−mを仮定する. もしh0(KX +

tL) > 0なら, (KX + tL)|F は正因子となる. しかし−(KX + tL)は
f -豊富であるのでこれはありえない. したがって t ≤ n − mなる
整数 tに対して h0(KX + tL) = 0がいえる. したがってTheorem

2.3.3より

gi(X,L) = 0 (i ≥ m + 1のとき),

gm(X,L) = hm(OX).

ここでさらに f は Pn−m-束で Y は非特異とする.

このとき gm−1(X,L)を計算してみよう. このときは Y 上の階数
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n−m + 1の豊富なベクトル束 EでX = PY (E)かつL = H(E)と
なるものが存在する. このとき次がいえる:

Claim 2.3.1 gm−1(X,L) = gm−1(Y, c1(E)).

Proof. まず KP(E) = −(n − m + 1)H(E) + f∗(KY + c1(E))と
かけることに注意する. t ≤ n − mなる任意の整数 tに対して
h0(KX + tL) = 0なので, Theorem 2.3.3より次をえる.

gm−1(X,L) = h0(KX + (n − m + 1)L) + hm−1(OX) − hm(OX).

他方

KX + (n − m + 1)L = KP(E) + (n − m + 1)H(E)

= f∗(KY + c1(E))

より
h0(KX + (n − m + 1)L) = h0(KY + c1(E))

をえる. Theorem 2.3.3から

gm−1(Y, c1(E)) = h0(KY + c1(E)) + hm−1(OY ) − hm(OY )

なので

gm−1(X,L) = gm−1(Y, c1(E)) − hm−1(OY ) + hm(OY )

+hm−1(OX) − hm(OX)

をえる. また hj(OX) = hj(OY )なので

gm−1(X,L) = gm−1(Y, c1(E))

を得る. これでClaim 2.3.1の証明が完了する. 2
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第3章 偏極多様体の断面種数の
性質

ここでは古典的不変量である偏極多様体の断面種数の性質とそれを
述べるのに必要な随伴束の理論 (adjunction theory)について簡単に述
べる.

3.1 断面種数の定義
Definition 3.1.1 (X,L)を n次元非特異偏極多様体とする. このとき
(X,L)の断面種数 (sectional genus)を次の式で定義する.

g(X,L) = 1 − χn−1(X,L) = 1 − χH
1 (X,L).

Remark 3.1.1 (a) g(X,L) = g1(X,L)である. つまり断面種数は第
一断面幾何種数である.

(b) Xが非特異のときRemark 2.3.3より次の式が成り立つ:

g(X,L) = 1 +
1

2
(KX + (n − 1)L)Ln−1

(ただしKX はXの標準因子.)

3.2 随伴束の理論について
以下では特に断らない限りXは非特異であるとする. まず, 断面種数

に関して自然に考えられる性質はこの断面種数が非負となるかについ
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てである. これを調べるためには Remark 3.1.1 (b)からわかるように
KX + (n− 1)Lのネフ性を調べることが重要である. そこでまず随伴束
の理論について復習する. その前に以下の記述に必要な用語の準備を
行う.

Definition 3.2.1 (X,L) を n次元非特異偏極多様体とする.

(1) (X,L)がDel Pezzo多様体 (resp. 向井多様体)であるとはOX(KX+

(n − 1)L) = OX (resp. OX(KX + (n − 2)L) = OX)をみたす時をいう.

(2) (X,L)がm次元正規射影多様体 Y 上のスクロール (scroll) (resp.

二次超曲面ファイブレーション, Del Pezzo ファイブレーション) で
あるとは 連結なファイバーを持つ全射な射 f : X → Y が存在して,

Y 上のある豊富な因子Aに対してKX + (n − m + 1)L = f∗(A) (resp.

KX + (n − m)L = f∗(A), KX + (n − m − 1)L = f∗(A)) をみたす時に
いう.

Definition 3.2.2 (a) X (resp. Y ) を n次元非特異射影多様体とし,

L (resp. A) をX (resp. Y )上の豊富な因子とする. この時 (X,L)

が (Y,A)の単純爆発 (simple blowing up)であるとはある双有
理射 π : X → Y が存在して次の性質を満たす時をいう.

(a.1) π は Y のある 1点 blowing upである.

(a.2) L = π∗(A) − Eとなる. ただし E は π-例外的被約正因子と
する.

(b) X (resp. M) を n次元非特異射影多様体とし, L (resp. A) をX

(resp. M)上の豊富な因子とする. この時 (M,A) が (X,L)の縮
約 (reduction)であるとはある双有理射 µ : X → M で次の性質
をみたすものが存在する時をいう.

(b.1) µ は有限回の単純爆発の合成である.

(b.2) (M,A) は他の偏極多様体の単純爆発からえられない.

このとき射 µ は縮約写像 (reduction map)と呼ばれる.
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Remark 3.2.1 (X,L)を偏極多様体とする.

(a) (X,L) の縮約は存在する. ([15, Chapter II (11.11)]をみよ).

(b) (X,L) の縮約は曲面論の極小化の偏極多様体版と考えられる (第
4章も参照のこと).

つぎに以下の定理の証明で必要になるネフ値とネフ値射について定
義する.

Definition 3.2.3 (X,L)を n次元非特異偏極多様体とする.

(a)

τ(L) := min{t ∈ R | KX + tL はネフ }

とすると川又有理性定理より τ(L)は有理数となる. このとき τ(L)

を (X,L)のネフ値 (nef value)という.

(b) 基点自由定理より任意のm ≫ 0に対して |m(KX + τ(L)L)|は基
点自由になる. このようなmに対して射 f : X → PN が定義さ
れる. f = s ◦ φを f の Stein分解とする. (ただし φ : X → Y ,

s : Y → PN で Y は正規射影多様体.) このとき φは全射で連結な
ファイバーをもつものとなる. このような φはmのとり方によら
ず決まる. また sはmが十分大きければ埋め込みを与えるので結
局mを十分大きくとると f = φとなる. この φを (X,L)のネフ
値射 (nef value morphism)という.

Theorem 3.2.1 (X,L)を n次元非特異偏極多様体 (n ≥ 2)とする. こ
の時 (X,L)は次のうちのいずれかのタイプとなる.

(i) (Pn,OPn(1)).

(ii) (Qn,OQn(1)).

(iii) 非特異射影曲線上のスクロール.

(iv) (P2,OP2(2)).
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(v) Del Pezzo 多様体.

(vi) 非特異射影曲線上の二次超曲面ファイブレーション.

(vii) 非特異射影曲面上のスクロール.

(viii) (M,A)を (X,L)の縮約とする.

(viii.1) n = 4, (M,A) = (P4,OP4(2)).

(viii.2) n = 3, (M,A) = (Q3,OQ3(2)).

(viii.3) n = 3, (M,A) = (P3,OP3(3)).

(viii.4) n = 3, M は非特異射影曲線上の P2-束であり, 任意のファイ
バー F に対して, (F,AF ) ∼= (P2,OP2(2))が成り立つ.

(viii.5) (M,A)は向井多様体．

(viii.6) (M,A)は非特異曲線上のDel Pezzo ファイブレーション．

(viii.7) (M,A)は正規射影曲面上の二次超曲面ファイブレーション．

(viii.8) n ≥ 4で，(M,A)は 3次元正規射影多様体上のスクロール．

(viii.9) KM + (n − 2)A はネフかつ巨大．

(証明の流れ) (詳しくは [3, Proposition 7.2.2, Theorem 7.2.4, Theorem

7.3.2, Theorem 7.3.4] をみよ.) まず

τ(L) := min{t ∈ R | KX + tL はネフ }

とし, Φ : X → Y を Lのネフ値射とする.

(a) τ(L) > nのとき. 川又有理性定理より τ(L) = u/v (ただし uと vは
互いに素な整数) で

u ≤ 1 + maxy∈Y {dim Φ−1(y)} ≤ n + 1

となる. これより τ(L) = u/v ≤ u ≤ n + 1.

(a.1) もし τ(L) = n + 1のとき, u = n + 1かつ v = 1で dim Y = 0とな
る. さらにこのときKX + (n + 1)L = OXとなり (X,L) ∼= (Pn,OPn(1))
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がいえる.

(a.2) もし n < τ(L) < n + 1のときはありえないことがいえる.

(b) τ(L) = nかつKX +nLが巨大でないとする. するとdim Y < nとな
る. FをΦの一般ファイバーとするとKF +nLF = OFよりdim F ≥ n−1

となる.

(b.1)もしdim F = nなら, Y は点でX = Fとなり, (X,L) ∼= (Qn,OQn(1))

となる.

(b.2)もしdim F = n−1なら, Y は非特異曲線で(F,LF ) ∼= (Pn−1,OPn−1(1))

となり, (X,L)は非特異曲線上のスクロールとなる.

(c) τ(L) = nかつKX + nLが巨大ならば, KX + nLは豊富であること
がいえる. よってこのときは τ(L) < nとなる.

(d) もし n − 1 < τ(L) < nのときは, n = 2かつ (X,L) ∼= (P2,OP2(2))

となることがわかる.

(e) τ(L) = n − 1とする. まず KX + (n − 1)Lが豊富でないとする.

もし dim Y < dim X とすると KF + (n − 1)LF
∼= OF となるので

dim F ≥ n − 2, つまり dim Y ≤ 2となる. dim Y = 0, 1, 2に対して
それぞれタイプ, つまりタイプ (v), (vi), (vii)がきまる.

次にKX +(n− 1)Lがネフかつ巨大とする. このときはΦは双有理射と
なる. 実はこの場合はX上の因子E ∼= Pn−1, E|E ∼= OPn−1(−1)なるも
ので LE

∼= OPn−1(1)なるもののいくつかの収縮である. このとき Y は
非特異となりA = Φ∗(L)は豊富な因子となる. そしてKY +(n−1)Aは
豊富でありKX + (n− 1)L = Φ∗(KY + (n− 1)A)をみたす. この (Y,A)

が (X,L)の縮約となり τ(A) < n − 1となる.

以上より (X,L)に対してKX +(n−1)Lは豊富であるとしてよい. こ
のとき τ(L) < n − 1である.

(f) もし n− 2 < τ(L) < n− 1なら, 再び有理性定理より τ(L) = u/vで

u ≤ 1 + maxy∈Y {dim Φ−1(y)} ≤ n + 1

となる. いま τ(L)は整数でないので v ≥ 2. したがって n− 2 < τ(L) =

u/v ≤ (n+1)/2よりn ≤ 4がいえる. このときn = 4なら (u, v) = (5, 2)

が, n = 3なら (u, v) = (4, 3), (3, 2)がいえる. それぞれのタイプを考察
すると (viii.1)から (viii.4)が得られる.
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(g) τ(L) ≤ n− 2のときはKX + (n− 2)Lが巨大でないなら dim Y ≤ 3

がいえてそろぞれ (viii.5)から (viii.8)のタイプをえる.　KX +(n−2)L

が巨大ならば (viii.9)となり, 以上より定理が示される. 2

Remark 3.2.2 (X,L)を n次元非特異偏極多様体とする.

(a) もし (X,L)がTheorem 3.2.1の (i)から (vii)までのタイプのいず
れかの時, (X,L)は自分自身の縮約である.

(b) Theorem 3.2.1から次のことがわかる．

(b.1) KX + nLがネフでないための必要十分条件は (X,L)がThe-

orem 3.2.1の (i)となることである．

(b.2) t = n, n − 1に対してKX + tLがネフであるための必要十分
条件は κ(KX + tL) ≥ 0である．

(b.3) (X,L)がTheorem 3.2.1の (viii.5)から (viii.9)までのいずれ
かならKM + (n − 2)Aはネフである．

(b.4) n ≥ 3のとき，κ(KX + (n − 2)L) = −∞ (resp. 0, 1, 2, 3,

n)であるための必要十分条件は (X,L)がTheorem 3.2.1 (i)

から (viii.4)までのいずれかのタイプ (resp. Theorem 3.2.1

(viii.5)，(viii.6)，(viii.7)，(viii.8)，(viii.9))となることである．

Theorem 3.2.1を用いることにより非特異偏極多様体の深い研究を行
うことが可能となった．Theorem 3.2.1は後で述べる断面不変量による
考察の際にも大変役に立つことがわかる．なお，随伴束の理論やそれに
関連する話題は [3]に詳しく書かれているので参照のこと．

3.3 断面種数の基本性質について
前節のTheorem 3.2.1を用いて断面種数の性質を調べてみよう. まず

次が示される.
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Theorem 3.3.1 (X,L)を n次元非特異偏極多様体とする (n ≥ 2). こ
のとき次が成り立つ.

(i) g(X,L) ≥ 0.

(ii) g(X,L) = 0であるための必要十分条件は (X,L)は以下のいずれ
かと同型であることである:

(ii.1) (Pn,OPn(1)).

(ii.2) (Qn,OQn(1)).

(ii.3) P1上のスクロール.

(ii.4) (P2,OP2(2)).

(iii) g(X,L) = 1であるための必要十分条件は (X,L)は以下のいずれ
かと同型であることである:

(iii.1) Del Pezzo 多様体.

(iii.2) 非特異楕円曲線上のスクロール.

Proof. Theorem 3.2.1を用いて示す.

(a) もしKX + (n− 1)Lがネフならば (KX + (n− 1)L)Ln−1 ≥ 0がいえ
るので g(X,L) ≥ 1となる. またκ(KX +(n−1)L) ≥ 1なら (KX +(n−
1)L)Ln−1 > 0がいえるので, もし g(X,L) = 1かつKX + (n− 1)Lがネ
フのとき κ(KX + (n − 1)L) = 0である. つまり (X,L)はDel Pezzo 多
様体となる.

(b)もしKX+(n−1)Lがネフでないならば, Theorem 3.2.1よりTheorem

3.2.1の (i), (ii), (iii), (iv)のいずれかとなる. これらの場合に断面種数を
具体的に計算すると, (i), (ii), (iv)のときはg(X,L) = 0となる. (iii)のと
きはつぎのように計算する: まず, (X,L)を非特異曲線C上のスクロー
ルとすると, C上の階数 nのあるベクトル束 E が存在してX ∼= PC(E),

L ∼= H(E)が成立する. このとき Lが豊富なので E が豊富なベクトル
束になることに注意する. またKX = −nH(E) + f∗(KC + det E)かつ
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H(E)n = deg E となるので,

g(X,L) = 1 +
1

2
(KX + (n − 1)L)Ln−1

= 1 +
1

2
(−H(E) + f∗(KC + det E))H(E)n−1

= 1 + (g(C) − 1)

= g(C).

したがって g(X,L) = g(C)となる. 以上よりもし g(X,L) ≤ 1なら
g(C) ≤ 1である. 2

また g(X,L) = 2なる (X,L)については n = 2の場合はBeltrametti–

Lanteri–Palleschi [2]により分類が得られ, さらに n ≥ 3の場合は藤田
[13]により分類が得られている．またLに条件をつけた場合はさらに次
のことが知られている:

(a) n = 2のとき: Lが大域切断で生成されている場合はg(X,L) = 3, 4

で分類がある (Lanteri–Livorni [45]，Lanteri–Palleschi [47])．さ
らにもう少し条件を強くして Lが非常に豊富な直線束の場合は
g(X,L) ≤ 7で分類がある (Livorni [49]，[50]，[51]，[52]，[53]に
よる g(X,L) ≤ 7なる場合の分類)．

(b) n ≥ 3のとき: Lが大域切断で生成されている場合は g(X,L) = 3

なる (X,L)で分類が得られている (福間–石原 [34]). さらに Lが
非常に豊富な直線束の場合は g(X,L) ≤ 5 (Ionescu [38]，[39])で
分類がある．

さて断面種数の値が小さい場合については分類がわかっている. では
断面種数の値を固定した時 (X,L)がどの程度あるのかを考えてみる. こ
れについては松阪の大定理や随伴束の理論を用いることで下のTheorem

3.3.2が示される. その前に必要な用語を定義する:

Definition 3.3.1 (a) (M, T, f,L)が非特異偏極多様体の変形族であ
るとは, 連結な複素多様体Mと T，固有かつ滑らかな全射正則写
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像 f : M → T，M上の f -豊富な直線束Lからなる組で，T の任
意の元 tに対してファイバー f−1(t)が連結となるときをいう. こ
のとき (f−1(t),L|f−1(t))は非特異偏極多様体となる．

(b) 偏極多様体 (X,L) と (X ′, L′)が互いに変形同値であるとは, 偏
極多様体のある鎖 (X0, L0) := (X,L), (X1, L1), . . . , (Xk, Lk) :=

(X ′, L′)で各 jに対して (Xj, Lj)と (Xj+1, Lj+1)が同じ変形族に属
しているものがとれる時をいう．

(c) 上の変形同値類を偏極多様体の変形タイプと呼ぶ.

Remark 3.3.1 偏極多様体の第 i断面幾何種数と第 i断面H-算術種数
は変形不変量である. 特に断面種数も変形不変量である.

Theorem 3.3.2 ([15], (13.1) Theorem) 任意の自然数nと非負整数
gに対して有限個の非特異偏極多様体の変形タイプが存在して，dim X =

nかつ g(X,L) = gとなる任意の非特異偏極多様体 (X,L)は非特異曲線
上のスクロールでなければこれらの変形タイプのいずれかに属する．

これにより (X,L)が非特異曲線上のスクロールでなければXの位相不変
量などは断面種数を使った式を用いて上から抑えられるのではないかと
推測できる．ここではXの位相不変量の一つである不正則数 q(X)を考
える．(X,L)が非特異曲線上のスクロールである場合はg(X,L) = q(X)

が常に成り立つこと (Theorem 3.3.1の証明を見よ)を考え，藤田は [14]

において一般に次のことを予想した．

Conjecture 3.3.1 (断面種数の下限予想) (X,L)を n次元非特異偏極
多様体とする．このとき g(X,L) ≥ q(X)が成立する．また g(X,L) =

q(X)をみたす (X,L)を記述せよ．

Remark 3.3.2 (a) Conjecture 3.3.1は大変難しい．現在までのとこ
ろ以下の場合に Conjecture 3.3.1の不等式が正しい事が示されて
いる．

(a.1) n = 2かつXの小平次元 κ(X)が 1以下のとき ([17])．
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(a.2) n = 2かつ κ(X) = 2かつ h0(L) > 0のとき ([17])．

(a.3) n = 3かつ h0(L) ≥ 2のとき ([20])．

(a.4) n ≥ 3かつ κ(X) = 0, 1かつ Ln ≥ 2のとき ([18])．

(a.5) dim Bs|L| ≤ 0のとき ([3]，[19])．

(b) 予想3.3.1の不等式が成り立つ場合，g(X,L) = q(X)となる (X,L)

の分類も研究されている．

(b.1) n = 2のときには κ(X) ≤ 1なる非特異偏極曲面 (X,L)で
g(X,L) = q(X)をみたすものは完全に分類されている (詳
しくはTheorem 3.3.4 (a)をみよ)．また κ(X) = 2の場合は
g(X,L) = q(X)かつh0(L) > 0となる (X,L)のタイプが決定
できる (詳しくはTheorem 3.3.4 (b)をみよ)．特に1 ≤ L2 ≤ 4

となることがわかっている．しかし L2 = 3, 4となる (X,L)

の例は見つかっていない (Problem 3.3.1を参照)．

(b.2) (X,L)がn次元非特異偏極多様体で，(i) n ≥ 3かつdim Bs|L| ≤
0，もしくは，(ii) n = 3かつ h0(L) ≥ 3のとき，g(X,L) =

q(X)をみたすなら (X,L)は Theorem 3.2.1の (i), (ii), (iii)

のいずれかになる ([19]，[20]，[54])．

(c) いまのところConjecture 3.3.1の反例は見つかっていない．

以下では 2次元の場合の結果についてのべてみたい.

まず, 次の Lemmaを示す.

Lemma 3.3.1 (X,L)を非特異偏極曲面とする. このとき次が成り立つ.

(a) もし pg(X) = 0なら g(X,L) ≥ q(X)が成り立つ.

(b) もし g(X,L) ≤ 1なら, g(X,L) ≥ q(X)が成り立つ. 特に, q(X) ≤
2なら, g(X,L) ≥ q(X)が成り立つ.

Proof. (a) Riemann-Rochの定理より, χ(−L) = χ(OX) + 1
2
(L2 + LKX)

が成り立つ. 小平の消滅定理とSerreの双対律よりχ(−L) = h0(L+KX).
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したがってh0(L+KX)−h0(KX) = g(L)−q(X)がいえる. もしpg(X) =

0なら, g(X,L) = h0(KX + L) + q(X)より主張がいえる.

(b) 仮定よりLKX ≤ −L2 < 0がいえる. したがって pg(X) = 0がいえ,

g(X,L) ≥ q(X)がいえる. 2番目の主張はこれから言える. 2

この Lemmaを使い, 次を示す.

Theorem 3.3.3 (X,L)を非特異偏極曲面とする.

(a) κ(X) ≤ 1なら g(X,L) ≥ q(X)が成立する.

(b) κ(X) = 2かつ h0(L) > 0なら g(X,L) ≥ q(X)が成立する.

Proof. (a) κ(X)の値によって場合わけをする.

(1) κ(X) = −∞のとき.

この場合は, pg(X) = 0である. したがって Lemma 3.3.1 (a)を適用す
るとえられる.

(2) κ(X) = 0の場合.

このときは q(X) ≤ 2が非特異曲面の分類によってわかるので, Lemma

3.3.1 (b)を適用できる.

(3) κ(X) = 1の場合.

(3.1): Xが極小のとき.

このとき, Xは elliptic fibrationをもつ, つまり, 非特異曲線C上への全
射 f : X → C で連結なファイバーをもち, 一般ファイバーが楕円曲線
となるものが存在する. ここで次の 2つの事実を用いる:

Lemma 3.3.2 (elliptic fibrationの標準束公式)

X を極小曲面で κ(X) = 1なるもの, f : X → Cを elliptic fibrationと
する. このとき

KX = f∗D +
∑

k

(mk − 1)Fk

が成り立つ. ただしDはC上の因子で deg D = 2g(C) − 2 + χ(OX)な
るもの, mkFkは f の重複ファイバー, mkはその重複度とする.

Lemma 3.3.3 X, f : X → C を Lemma 3.3.2と同様とする. このと
き q(X) = g(C) もしくは g(C) + 1が成立する.
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(3.1)において, Lemma 3.3.2より

KXL = (2g(C) − 2 + χ(OX))LF +
∑

k

(mk − 1)LFk

がいえる. またKXL ≤ 2g(X,L) − 3より,

(2g(C) − 2 + χ(OX))LF +
∑

k

(mk − 1)LFk ≤ 2g(X,L) − 3

がいえる.

もし g(C) = 0なら, q(X) ≤ 1が Lemma 3.3.3よりいえる. したがっ
て Lemma 3.3.1 (b)が適用できる. よって g(C) ≥ 1と仮定してよい.

このとき 2g(C) − 2 + χ(OX) ≥ 0がいえる. なぜなら χ(OX) ≥ 0であ
るからである (Theorem 4.1.1参照). また, Lは豊富より LF ≥ 1かつ
LFk ≥ 1がいえる. したがって, g(C) ≤ g(X,L)− 1

2
(1 + χ(OX))が成り

立つ. 1
2
(1 + χ(OX)) ≥ 1

2
より, g(C) + 1

2
≤ g(X,L)をえる. しかし g(C)

と g(X,L) は整数より, g(C) + 1 ≤ g(X,L)をえる. Lemma 3.3.3より,

q(X) ≤ g(C) + 1 ≤ g(X,L)がいえる.

(3.2): Xが極小でない場合.

ρ : (X,L) → (X1, L1)を (X,L)の極小化とする. ただし L1 = ρ∗L

とする. このときX1は elliptic fibrationをもち, L1KX1 ≤ LKX とな
る. したがって L1KX1 ≤ 2g(X,L) − 3であり, (3.1)と同様の議論より
q(X1) ≤ g(X,L)を示すことができる. q(X) = q(X1)よりこれで示され
たことになる.

(b) Lemma 3.3.1 (a)の証明と同様にして h0(L + KX) − h0(KX) =

g(X,L)− q(X)が成り立つ. もし pg(X) = 0なら Lemma 3.3.1 (a)より
OKなので pg(X) > 0とする. このとき Theorem 2.1.5より h0(L) > 0

なら h0(L + KX) − h0(KX) ≥ 0がいえる. したがって (b)をえる. 2

dim X = 2かつκ(X) = −∞のときは次のような強い結果が得られる.

Proposition 3.3.1 (X,L)を 2次元非特異偏極曲面で κ(X) = −∞と
する. もし (X,L)が非特異曲線上のスクロールでないなら g(X,L) ≥
2q(X)である.
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Proof. もし q(X) = 0なら g(X,L) ≥ 0 = 2q(X)より正しい. したがっ
て q(X) ≥ 1としてよい. このときはK2

X ≤ 8(1− q(X))が成り立つ. さ
らに仮定よりKX + Lはネフとなる. したがって

0 ≤ (KX + L)2

= K2
X + 2KXL + L2

= K2
X + 4(g(X,L) − 1) − L2

≤ 4(g(X,L) − 2q(X) + 1) − L2.

ところが L2 > 0より g(X,L) ≥ 2q(X)がいえる. 以上より示された.

2

次に g(X,L) = q(X)をみたす (X,L)について見てみる.

Theorem 3.3.4 ([16], [17]) (X,L)を非特異偏極曲面とする.

(a) κ(X) ≤ 1のとき, もし g(X,L) = q(X)ならば (X,L)は次のうち
のいずれかである:

(a.1) (X,L) = (P2,OP2(r)), r = 1 or 2.

(a.2) (X,L) = (P1-束, L), L|F = OP1(1). ただし F はファイバー
をあらわす.

(a.2.1) (X,L) = (J(C), L), ただし J(C)は種数 2の非特異曲線の
Jacobi多様体, Lは Θ因子の平行移動である.

(a.2.1)′ Xは (a.2.1)の一点爆発でその (−1)-曲線 Eに対してLE = 1.

(a.2.2) (X,L) = (C1 ×C2, F1 +F2), ただし各Ckは楕円曲線でFkは
C1 × C2 → Ckのファイバー (k = 1, 2).

(a.3) (X,L) = (F ×C,L), L ≡ F + C, ただしF は楕円曲線, Cは
種数 g(C) ≥ 2の非特異曲線.

(b) κ(X) = 2かつ h0(L) > 0のとき g(X,L) = q(X)ならば h0(L) = 1

かつ 1 ≤ L2 ≤ 4が成り立つ. D を Lと線形同値な正因子とする.

このときDは被約な正因子で次のタイプのいずれかとなる.
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(b.1) Dは非特異曲線となる.

(b.2) X ∼= C1 ×C2かつD = F1 + F2となる. ただしFiは i番目へ
の射影 X → Ciのファイバーとする. このとき特に L2 = 2

が成り立つ.

Proof. κ(X) = −∞の場合のみ示す. まず森理論から得られる次の補題
を思い出そう.

Lemma 3.3.4 (X,L)を非特異偏極曲面とする. もしKX +Lがネフで
ないなら, X上の端射線 lで (KX + L)l < 0なるものが存在する.

まず次のことを示す.

Claim 3.3.1 KX + Lはネフでない.

Proof. Case(1.1): q(X) = 0のとき. このときは g(L) = 0より (KX +

L)L = −2となる. したがってKX + Lはネフでない.

Case(1.2): q(X) ≥ 1のとき. このとき,

(KX + L)2 = K2
X + (4g(L) − 4) − L2

をえる. またXは線織面でありかつ q(X) ≥ 1より, Xの極小モデルは
P1-束である. したがってK2

X ≤ 8(1 − q(X))が成立する. Lは豊富より
L2 > 0なので,

(KX + L)2 < 8(1 − q(X)) + 4(g(L) − 1)

= 4(1 − q(X))

≤ 0.

したがってKX + Lはネフでない. これよりClaim 3.3.1が示された. 2

Lemma 3.3.4 かつ Claim 3.3.1より, 端射線 l0で (KX + L)l0 < 0をみ
たすものが存在する. このときXと l0は次の 3つのタイプのいずれか
である:
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(a) Xは P2で l0は直線である.

(b) Xは P1-束で l0はそのファイバーである.

(c) l0は (-1)-曲線である.

Case (a) このとき L = OP2(r), r = 1, 2である. この場合は (a.1)のタ
イプである.

Case (b) このときKX l0 = −2, Ll0 = 1である.

したがってXは P1-束であり, L|F = OP1(1)がいえる (ただし F はファ
イバーとする). この場合は (a.2)のタイプである.

Case (c) このときはKX l0 = −1かつ Ll0 = 0が成り立つ. しかし Lは
豊富よりこれはありえない. 以上より示された. 2

Problem 3.3.1 (X,L)を偏極曲面とする. このとき h0(L) = 1, L2 =

3, 4, g(L) = q(X)かつ κ(X) = 2なる例はあるか ?

(個人的意見としてはこのような偏極曲面は存在しないと考えている.)

ところでLが大域切断で生成されている場合，Remark 3.3.2 (b.2)で
述べたようにConjecture 3.3.1は正しいが，断面種数の下限に関しては
さらに強いことがいえる:

Theorem 3.3.5 (X,L)を n次元非特異偏極多様体 (ただし n ≥ 2)で,

Lが大域切断で生成されているとする．もし (X,L)が非特異曲線上の
スクロールでないなら, g(X,L) ≥ 2q(X) − 1 が成り立つ．

Proof. いま Lは大域切断により生成されているので Proposition 2.3.1

から非特異 (n− 2)-はしごX ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xn−2が存在して g(X,L) =

g1(Xn−2, Ln−2)が成立する. また Lefschetzの定理より

h1(OX) = h1(OXn−2)

がいえる. いまh1(OX) = 0ならTheorem 3.3.1 (i)よりこの不等式は正し
いので h1(OX) ̸= 0とする. すると [3, Theorem 5.5.2とTheorem 5.5.3]

より (X,L)が非特異射影曲線上のスクロールでないなら (Xn−2, Ln−2)も
非特異射影曲線上のスクロールでないことがいえる. したがってはじめか
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ら dim X = 2の場合について調べればよいことがわかる. κ(X) = −∞
なら Proposition 3.3.1より不等式が示せるので κ(X) ≥ 0としてよい.

このとき以下のような操作を行う.

(i) Lの完備線形系 |L|の 1次元部分線形系Λ ⊂ |L|で dim BsΛ = 0なる
ものをとってくる. このΛにより射を以下のようにして作る. まずΛを
使い, 有理写像X 99K P1を作る. この有理写像の不確定点除去をおこ
なう. つまりある非特異射影曲面 X̃と有理射 µ : X̃ → Xをとると全射
な射 X̃ → P1を作ることができる. しかしこれは連結なファイバーをも
つかどうかわからないので Stein分解をつかい, ある非特異射影曲線C

上の全射で連結なファイバーをもつ射 f : X̃ → Cをつくる.

実はいまの場合Λを使い作った有理写像X 99K P1は必ず不確定点が存
在することがわかるので g(C) = 0となることがわかる.

(ii) このとき次が示せる.

Claim 3.3.2 g(X̃, L̃) ≥ g(F )が成り立つ. ただし L̃ = µ∗(L)であり, F

は f の一般ファイバーとする.

(証明) bを µの爆発の回数とし, µ = µ1 ◦ µ2 ◦ · · · ◦ µb : X̃ = Xb →
Xb−1 → · · · → X1 → X0 = Xとおく. ただしµiは一点爆発でEiをその
(−1)-曲線とする. L0 = L, そして i = 1, 2, · · · , bに対して Li = µ∗

i Li−1

とする. このとき L̃ = Lbである. ここで Λの元M をとり, M0 = M ,

Λ = Λ0とおく. そしてΛiを µ∗
i Λi−1の可動部分とする. このとき次のよ

うに書ける: Λi = µ∗
i Λi−1 − niEi, ただし i = 1, · · · , bに対して ni > 0と

なる. ここでMi = µ∗
i Mi−1 − niEi, M̃ = Mbとすると, Mi ∈ Λiである.

また M̃ ≡ αF に注意する. ただし α ∈ N. このとき

(K
eX + L̃)(L̃ − M̃) = (KX + L)(L − M) −

b∑
i=1

ni

が成り立つ. M̃ ≡ αF なので,

M2 =
b∑

i=1

n2
i
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である. 構成法より L ∼ M であるので (KX + L)(L − M) = 0がいえ
る. ni > 0より,

b∑
i=1

ni ≤
b∑

i=1

n2
i

を得る. したがって上より

(K
eX + L̃)L̃ = (K

eX + L̃)M̃ −
b∑

i=1

ni

≥ (K
eX + L̃)M̃ −

b∑
i=1

n2
i

= (K
eX + L̃)M̃ − M2

= K
eXM̃ + LM − M2

他方, L ∼ M より LM − M2 = (L − M)M = 0がいえる. 以上より

(K
eX + L̃)L̃ ≥ K

eXM̃

= 2α(g(F ) − 1)

≥ 2g(F ) − 2.

つまり g(X̃, L̃) ≥ g(F )がいえる. 2

一方つぎの定理がいえる:

Theorem 3.3.6 (Xiao [56]) Sを線織面でない曲面とし, さらにP1上
への全射かつ連結なファイバーをもつ射 S → P1があったとする. この
とき

q(S) ≤ 1

2
(g(F ) + 1)

が成り立つ.

これを用いると g(F ) ≥ 2q(X̃) − 1がいえる. したがって g(X̃, L̃) ≥
g(F ) ≥ 2q(X̃) − 1がいえる. しかし g(X̃, L̃) = g(X,L), q(X̃) = q(X)



44 第 3章 偏極多様体の断面種数の性質

がいえるので目的の不等式が示される. 2

このように断面種数を詳しく考察する際に |L|から非特異曲線上への
ファイバー空間をつくり考察することは有効である. このような方法に
より g(X,L)と q(X)との関係が詳しく調べられる.
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第4章 第二断面不変量による偏
極多様体の考察

ここからは第二断面不変量をもちいた考察をおこなう.

4.1 第二断面不変量による曲面論の一般化
断面不変量の定義からもわかるように第 i断面不変量は i次元の幾何

の性質を反映するものであろうと期待される. i = 1の場合, g1(X,L)と
χH

1 (X,L)の研究は断面種数の研究と本質的に同値である. したがって
次のステップとして i = 2の場合を考えることは自然であろう. この場
合の大目標は次のものである:

曲面論において知られている性質を第二断面不変量を用いて
偏極多様体版として書き換える.

第二断面不変量といわれるものはいくつかあるがその中でも今回は
第二断面H-算術種数と第二断面幾何種数の二つに絞って考えてみるこ
とにする. そこで曲面論において知られている主な結果について述べて
おく.

Theorem 4.1.1 (Castelnuovoの定理) Sを非特異射影曲面とし，κ(S) ≥
0 (resp. κ(S) = 2)を仮定する．この時 χ(OS) ≥ 0 (resp. χ(OS) ≥ 1)

が成り立つ．
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Theorem 4.1.2 (Noetherの不等式) S を一般型非特異射影曲面，S̃

を Sの極小モデルとする．この時K2
eS
≥ 2pg(S̃) − 4が成り立つ．

Theorem 4.1.3 (Bogomolov–宮岡–Yauの不等式) S を一般型非特
異射影曲面とすると，9χ(OS) ≥ K2

Sが成り立つ．

これらの結果を偏極多様体版として書き換えたい. このためには上記
の定理の中で出てくる条件 (例えば κ(S)やK2

Sなど)を偏極多様体の言
葉に書き換える必要がある. そこで第二断面不変量の意味をもう一度見
直してみる.

4.2 曲面論の偏極多様体への翻訳作業
偏極多様体 (X,L)の第二断面不変量は, 例えば Lが大域切断で生成
されている場合のときにLに付随する非特異 (n− 2)-はしごX ⊃ X1 ⊃
· · · ⊃ Xn−2をとったときのXn−2上の何らかの不変量を意味していた. し
たがって上記定理に出てくるSをXn−2で置き換え, χ(OXn−2), pg(Xn−2),

κ(Xn−2)やK2
Xn−2

がLを用いてどのように表されるかを考えれば, Lが
一般の豊富な因子の場合にもどのようなものを対応させるべきかの予
想がつく.

ところで χ(OXn−2)や pg(Xn−2)は以前のべたように

χH
2 (X,L) = χ(OXn−2),

g2(X,L) = pg(Xn−2)

である. ではK2
Xn−2

はどうか? これは同伴公式により推測できる.

Theorem 4.2.1 (同伴公式 (adjunction formula)) X を n次元非特
異射影多様体, DをXの n− 1次元非特異射影部分多様体とする. この
ときO(KD) = (O(KX) ⊗O(D))|Dが成り立つ.
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これより

K2
Xn−2

= (KXn−3 + Xn−2)
2Xn−2

= (KXn−3 + Ln−3)
2Ln−3

= (KXn−4 + 2Ln−4)
2L2

n−4

= · · ·
= (KX + (n − 2)L)2Ln−2.

となる. 以上からLが一般の豊富な直線束の場合もK2
Sには (KX +(n−

2)L)2Ln−2が対応すると考える.

小平次元に関する対応について.

次に小平次元に関する対応を考える. これについては次のことがヒン
トとなる.

Proposition 4.2.1 Bs|L| = ∅かつ (X,L)は非特異曲面上のスクロー
ルでないと仮定する. このとき次が成立する.

(1) κ(KX + (n − 2)L) ≥ 2であるための必要十分条件は κ(Xn−2) = 2.

(2) κ(KX + (n − 2)L) = 1であるための必要十分条件は κ(Xn−2) = 1.

(3) κ(KX + (n − 2)L) = 0であるための必要十分条件は κ(Xn−2) = 0.

(4) κ(KX + (n − 2)L) = −∞であるための必要十分条件は κ(Xn−2) =

−∞.

Proof. (M,A)を (X,L)の縮約とする. このとき任意の自然数mに対し
て h0(m(KX + (n − 2)L)) = h0(m(KM + (n − 2)A))が成り立つ. した
がって κ(KX + (n − 2)L) = κ(KM + (n − 2)A).

ここでまず次のことに注意する: π : X → Mを縮約写像とする. さら
にLを大域切断で生成されると仮定する. するとProposition 2.3.1より
Lは非特異はしごX ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xn−1をもつ. ここでNotation 2.3.1

の記号を使う. そしてA0 := A, M0 := M , Mj := π(Xj), Aj := π∗(Lj)

とおく. すると (Mj, Aj)は (Xj, Lj)の縮約となることがわかる. この状
況では κ(Xn−2) = κ(Mn−2)がいえている.
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Claim 4.2.1 もし κ(KX +(n−2)L) ≥ 2なら, κ(KXn−2) = 2がいえる.

Proof. このとき (X,L)はTheorem 3.2.1の (viii.7), (viii.8), (viii.9)のい
ずかである.

(A) (M,A)が Theorem 3.2.1の (viii.9)とする. このとき [3, Lemma

2.5.8]より KMn−2 はネフかつ 巨大となる. したがって κ(KM + (n −
2)A) = nから κ(Xn−2) = κ(Mn−2) = 2がいえる.

(B) (M,A)がTheorem 3.2.1の (viii.8)とする. このときKM +(n−2)A

はネフであることに注意する. したがって 0 ≤ j ≤ n − 3を満たす任意
の整数 jでKMj

+ (n − 2 − j)Ajはネフである.

(B.1) ここで数学的帰納法により 0 ≤ k ≤ n − 3なる任意の整数 kに対
して κ(KMk

+ (n − 2 − k)Ak) ≥ 3を示す.

(B.1.1) もし k = 0なら, このときは正しい.

(B.1.2) k = jに対して主張は正しいとする. ここで 0 ≤ j ≤ n − 4であ
ることに注意し, k = j + 1の場合を考える.

もし dim Mj > κ(KMj
+ (n− 2− j)Aj)なら, [3, Corollary 2.5.6]より

κ(KMj+1
+ (n − 3 − j)Aj+1) ≥ κ(KMj

+ (n − 2 − j)Aj) ≥ 3をえる.

もしdim Mj = κ(KMj
+(n−2−j)Aj)なら, KMj

+(n−2−j)Ajはネフ
かつ巨大である. したがって [3, Lemma 2.5.8]よりKMj+1

+(n−3−j)Aj+1

もネフかつ巨大である. 特に, κ(KMj+1
+(n−3−j)Aj+1) = dim Mj+1 =

n − j − 1 ≥ 3がいえる.

(B.2) dim Mn−3 = 3より, (B.1)から 3 = dim Mn−3 ≥ κ(KMn−3 +

An−3) ≥ 3がいえる. とくに KMn−3 + An−3 はネフかつ巨大である.

したがってKMn−2はネフかつ巨大, つまり, κ(Xn−2) = κ(Mn−2) = 2で
ある.

(C) (M,A)はTheorem 3.2.1の (viii.7)とする. このとき κ(KM + (n −
2)A) = 2がいえる. (M,A)が Theorem 3.2.1の (viii.8)の場合と同様
の議論により, κ(Xn−2) = κ(KMn−2) = dim Mn−2 = 2となることがわ
かる.

したがってClaim 4.2.1の主張がいえた. 2

Claim 4.2.2 もし κ(KX + (n − 2)L) = 1なら, κ(KXn−2) = 1となる.
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Proof. もし κ(KX + (n − 2)L) = 1なら, (X,L)は Theorem 3.2.1の
(viii.6)の場合となる.

この場合 κ(KM + (n − 2)A) = 1である. f : M → C をその射とす
ると, C上の豊富な因子Hが存在してKM + (n− 2)A = f∗(H)とかけ,

したがってKMn−2 = (f |Mn−2)
∗(H)がいえる. したがって κ(KMn−2) = 1

がいえる. 2

Claim 4.2.3 もし κ(KX + (n − 2)L) = 0なら, κ(KXn−2) = 0が成り
立つ.

Proof. もし κ(KX + (n − 2)L) = 0なら, (X,L)は Theorem 3.2.1の
(viii.5)の場合になる.

このときKM + (n − 2)A = OM であり, KMn−2 = OMn−2 がいえる.

したがって κ(KMn−2) = 0となる. 2

Claim 4.2.4 もし κ(KX + (n − 2)L) = −∞なら, κ(KXn−2) = −∞を
みたす.

Proof. もし κ(KX + (n − 2)L) = −∞なら, (X,L)はTheorem 3.2.1の
(i)から (viii.4)までのいずれかのタイプとなる.

仮定よりTheorem 3.2.1の (vii)の場合はおこらない.

(X,L)が Theorem 3.2.1の (i), (ii), (iii), (v), (vi)のいずれかの場合
のときは, κ(Xn−2) = −∞となることが容易にわかる. 次に Theorem

3.2.1の (viii.1), (viii.2), (viii.3), (viii.4)の場合について考える. このと
きも κ(Xn−2) = κ(Mn−2) = −∞となることが示される. 2

Claim 4.2.1, Claim 4.2.2, Claim 4.2.3, Claim 4.2.4より, 命題の主張
がえられる. 2

Remark 4.2.1 (X,L)が非特異曲面S上のスクロールの場合, κ(KX +

(n − 2)L) = −∞となることがわかる. (π : X → S はスクロールよ
り πの一般ファイバー F は Pn−2かつ LF = OPn−2(1)となる. よって
KF + (n− 2)LF = O(−1)となり κ(KF + (n− 2)LF ) = −∞である. し
たがって κ(KX + (n − 2)L) = −∞となる.) 一方で k = −∞, 0, 1, 2で
κ(Xn−2) = kがありうる. (π|Xn−2 : Xn−2 → Sは双有理写像となるので
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κ(Xn−2) = κ(S)となる. したがって Sの小平次元により κ(Xn−2)の値
が決まる. κ(S)の値は自由にきまるので題意がいえる.)

曲面の極小モデルの対応について.

κ(KX + (n − 2)L) ≥ 0のときを考えると κ(KXn−2) ≥ 0となり, さら
にKM + (n − 2)AはネフとなるのでKMn−2はネフとなる. したがって
πXn−2 : Xn−2 → Mn−2はXn−2の極小化となる. この意味で κ(KX +

(n − 2)L) ≥ 0のとき (X,L)の縮約 (M,A)は曲面論の極小化に対応す
る概念であるといえる.

幾何種数や H-算術種数などの (X,L)への言い換えは前にのべたが,

では不正則数 q(S)は (X,L)でどのようにいいかえられるであろうか?

もし |L|が基点自由ならばLに付随する非特異 (n−2)-はしごX ⊃ X1 ⊃
· · · ⊃ Xn−2が存在し,さらにLefschetzの定理よりh1(OX) = h1(OX1) =

· · · = h1(OXn−2)となる. したがって, h1(OX) = h1(OXn−2)より q(S)は
h1(OX)で言い換えられる.

Remark 4.2.2 もし不正則数を曲面の不変量としてではなく曲線の不
変量として考えるときは, Lが大域切断で生成されるときLに付随する非
特異 (n−1)-はしごX ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xn−1を考え, h1(OXn−1) = g1(X,L)

となる. したがって, このときは不正則数は g1(X,L)で言い換えなけれ
ばならない.

以上の考察から以下のような対応が考えられる: (ここで Sは非特異
射影曲面を意味する.)

Sの不変量 ⇔ (X,L)の不変量
h2(OS) ⇔ g2(X,L)

h1(OS) ⇔ h1(OX)

χ(OS) ⇔ χH
2 (X,L)

K2
S ⇔ (KX + (n − 2)L)2Ln−2

κ(S) = k ⇔∗ κ(KX + (n − 2)L) = k

κ(S) = 2 ⇔∗∗ κ(KX + (n − 2)L) ≥ 2
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((∗)では, k = −∞, 0, or 1とする. (∗)と (∗∗)では, ⇒は (X,L)が非
特異曲面上のスクロールでないことを仮定する.) この対応を考えるこ
とで非特異射影曲面の場合の結果を偏極多様体の場合に一般化できる
ようになる.

以上の考察の下, Theorem 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3を偏極多様体版にいいか
えると次の予想になる.

Conjecture 4.2.1 (Castelnuovoの定理の偏極多様体版)

もし κ(KX + (n − 2)L) ≥ 0 (resp. ≥ 2)ならば, χH
2 (X,L) ≥ 0 (resp.

χH
2 (X,L) ≥ 1)が成立する．

Conjecture 4.2.2 (Noetherの不等式の偏極多様体版)

(M,A) を (X,L) の縮約とする．ここで κ(KX + (n − 2)L) ≥ 2を仮定
する．このとき (KM + (n − 2)A)2An−2 ≥ 2g2(M,A) − 4が成立する．

Conjecture 4.2.3 (Bogomolov–宮岡–Yauの不等式の偏極多様体版)

もし κ(KX + (n − 2)L) ≥ 2なら, 9χH
2 (X,L) ≥ (KX + (n − 2)L)2Ln−2

が成立する．

Remark 4.2.3 もし L が大域切断で生成されているなら Conjecture

4.2.1，4.2.2，4.2.3はすべて成立する．

Remark 4.2.4 もし (X,L)が非特異曲面S上のスクロールのとき次が
いえる (ただし E はX = PS(E), L = H(E)をみたす S上の階数 n − 1

のベクトル束とする):

(a) (KX + (n− 2)L)2Ln−2 = K2
S + c2(E) > K2

S. (最後の不等式は Eが
豊富より c2(E) > 0となることからいえる.)

(b) g2(X,L) = h2(OS).

(c) χH
2 (X,L) = χ(OS).
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4.3 3次元におけるCastelnuovoの定理の偏極
多様体版について

以下ではdim X = 3のときのConjecture 4.2.1について証明を述べる.

Theorem 4.3.1 (X,L)を3次元偏極多様体とする. もしκ(KX+L) ≥ 0

なら χH
2 (X,L) > 0がいえる.

Proof. (M,A)を (X,L)の縮約とする. このとき一般に次がいえる.

Lemma 4.3.1 (X,L)を n次元偏極多様体, (M,A)を (X,L)の縮約と
する. このとき 1 ≤ i ≤ nなる任意の整数 iについて

gi(X,L) = gi(M,A)

χH
i (X,L) = χH

i (M,A)

が成立する.

Proof. gi(X,L) = gi(M,A)についていえれば 2番目の等式についても
得られる. するとTheorem 2.3.3より

gi(X,L) =
n−i−1∑

j=0

(−1)j

(
n − i

j

)
h0(KX + (n − i − j)L)

+
n−i∑
k=0

(−1)n−i−khn−k(OX)

が成立する. また1 ≤ t ≤ n−1なる任意の整数 tに対してh0(KX +tL) =

h0(KM + tA)がいえる. よって, 上式から gi(X,L) = gi(M,A)がいえ
る. また i = nのときは gn(X,L) = hn(OX) = hn(OM) = gn(M,A)よ
りOK. したがって Lemma 4.3.1が示された. 2

このLemma 4.3.1より (X,L)が (X,L)自身の縮約であるとしてよい.

(i) もし κ(KX + L) = 0のとき, KX + L ∼ OX , つまり向井多様体とな
る. このときは h0(KX + L) = 1, i > 0に対して hi(OX) = 0. よって
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g2(X,L) = 1かつ χH
2 (X,L) = 2 > 0.

(ii) もし κ(KX + L) = 1のとき, ある非特異曲線 C 上のファイブレー
ション f : X → C と C 上の豊富な直線束 H でKX + L = f∗(H)な
るものが存在する. このときは h0(KX + L) = h0(H), i > 1に対して
hi(OX) = 0かつ h1(OX) = g(C). よってC上のRiemann-Rochの定理
を用いて

g2(X,L) = h0(H)

= h1(H) + deg H + (1 − g(C))

> g(C) − 1.

ただし最後の不等式は次の結果を用いた:

Lemma 4.3.2 ([22, Lemma 1.13]) (X,L)を n次元非特異偏極多様
体とする. ある非特異射影曲線 C と全射で連結なファイバーをもつ射
f : X → Cが存在してKX + tL = f∗(A)をみたすとする. ただし tは
正整数でAは C 上の直線束とする. このとき deg A > 2g(C) − 2が成
り立つ.

したがって g2(X,L) ≥ g(C) = h1(OX), つまり χH
2 (X,L) > 0である.

(iii) κ(KX + L) ≥ 2のときを考える. κ(X) = −∞と κ(X) ≥ 0にわけ
て考える.

(iii.1) κ(X) = −∞のとき. (このときは dim X = 3の仮定を本質的に
使う.) まず h1(OX) = 0の時を考える. 一般にTheorem 2.3.3より

g2(X,L) = h0(KX + L) − h3(OX) + h2(OX)

= h0(KX + L) − h0(KX) + h2(OX)

= h0(KX + L) + h2(OX)

≥ 0 = h1(OX)

となりOKである. したがって h1(OX) > 0の場合を考える. このとき
はXのAlbanese写像 α : X → Alb(X)を考えることができる.

(iii.1.1) dim α(X) = 2のとき. このときはある 3次元非特異射影多
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様体 X ′, 2次元非特異射影多様体 S, 双有理射 ν : S → α(X)と µ :

X ′ → X, 連結なファイバーをもつ全射正則写像 f ′ : X ′ → Sが存在し
て α ◦ µ = ν ◦ f ′が成り立つ. このとき h2(OX) = h2(OX′) = h0(Ω2

X′) ≥
h0(Ω2

S) = h2(OS), かつ h1(OX) = h1(OS)がいえる. 一方 κ(S) ≥ 0なの
で χ(OS) ≥ 0がいえる. つまり h2(OS) ≥ h1(OS) − 1. したがって

g2(X,L) = h0(KX + L) + h2(OX)

≥ h0(KX + L) + h2(OS)

≥ h0(KX + L) + h1(OS) − 1.

ここで次の結果を用いる:

Theorem 4.3.2 (Chen-Hacon [7]) X を非特異射影多様体, X 上の
直線束Lをネフとする. ここでKX + Lはネフであるとし, さらにXか
らAbel多様体Aへの自明でない射 f : X → Aがあるとする. このとき
h0(KX + L) ̸= 0であるための必要十分条件は f の一般ファイバーF に
対して h0(KF + LF ) ̸= 0なることである.

F を f ′の一般ファイバーとする. ここで h0(KF + LF )を計算してみ
る. dim F = 1に注意するとRiemann-Rochの定理より h0(KF + LF ) =

deg LF +g(F )−1. もしh0(KF +LF ) = 0なら g(F ) = 0かつdeg LF = 1

である. しかしこのときは deg(KF + LF ) = −2 + 1 = −1 < 0より
κ(KF + LF ) = −∞となる. ところが仮定から κ(KX + L) ≥ 0より F

に対して κ(KF + LF ) ≥ 0がいえるはず. これより矛盾がいえる. した
がって h0(KF + LF ) > 0となり, Theorem 4.3.2より h0(KX + L) > 0

がいえる. よって

g2(X,L) ≥ h0(KX + L) + h1(OS) − 1　

≥ h1(OS)

= h1(OX)

となる.

(iii.1.2) dim α(X) = 1のとき. Albanese写像の性質からα(X)は非特異
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射影曲線となり α : X → α(X)は全射で連結なファイバーをもつこと
がわかる. ここでC = α(X)とおく. このとき α∗O(KX + L)を考える.

Claim 4.3.1 α∗O(KX + L) ̸= 0.

Proof. F をαの一般ファイバーとする. このときh0(KF +LF ) ̸= 0を示
せばよい. まず dim F = 2に注意してRiemann-Rochの定理を用いると
h0(KF +LF ) = g1(F,LF )−h1(OF )+h2(OF )がいえる. またκ(X) = −∞
より κ(F ) = −∞がわかるので Serreの双対律より h2(OF ) = h0(KF ) =

0がいえる. したがって h0(KF + LF ) = g1(F,LF ) − h1(OF )がいえ
る. ここで h0(KF + LF ) = 0とすると, g1(F,LF ) = h1(OF )となる.

κ(F ) = −∞であることに注意すると, Theorem 3.3.4 (a)より (F,LF )

は次のタイプのいずれかとなる:

(1) (P2,OP2(1)), (2) (P,OP2(2)), (3) 非特異曲線上のスクロール.

(F,LF )が上の 3つのタイプのときはいずれも κ(KF + LF ) = −∞とな
る. しかしこれは矛盾である. 以上より h0(KF + LF ) ̸= 0である. 2

これにより α∗O(KX + L) ̸= 0がいえる. すると α∗O(KX + L)は
非特異曲線 C 上のランク h0(KF + LF )の局所自由層となる. すると
Riemann-Rochの定理より

h0(α∗O(KX + L))

= h1(α∗O(KX + L)) + deg α∗O(KX + L) + h0(KF + LF )(1 − g(C))

が成立する. ここで

deg α∗O(KX + L) = deg α∗O(KX/C + L) + h0(KF + LF )(2g(C) − 2),

h1(α∗O(KX + L)) ≤ h1(O(KX + L)) = 0,

h0(α∗O(KX + L)) = h0(O(KX + L))

が成り立つので

h0(O(KX + L)) = deg α∗O(KX/C + L) + h0(KF + LF )(g(C) − 1)

となる. ここで次がいえる:
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Proposition 4.3.1 (Esnault-Viehweg [8]) α∗O(KX/C + L)は豊富
になる. 特に deg α∗O(KX/C + L) > 0となる.

したがって h0(O(KX + L)) ≥ 1 + h0(KF + LF )(g(C)− 1)となる. い
ま g(C) ≥ 1より h0(O(KX + L)) ≥ 1 + (g(C) − 1) = g(C) = h1(OX).

一方

g2(X,L) = h0(KX + L) + h2(OX) − h3(OX)

= h0(KX + L) + h2(OX)

≥ h1(OX).

以上より κ(X) = −∞のときは示された.

(iii.2) κ(X) ≥ 0のとき. このときは一般に n = dim X ≥ 3で考える.

まず次が示せる.

Proposition 4.3.2 (X,L)をn次元非特異偏極多様体, (M,A)を (X,L)

の縮約とする. もし κ(X) ≥ 0なら次の不等式が成立する.

c2(M)An−2 ≥ −(n − 1)(n − 2)

n
KMAn−1 − (n − 1)(n − 2)2

2n
An.

(証明は [25]をみよ.)

次に g2(X,L)は次のように表せることに注意する (Remark 2.3.3をみ
よ):

g2(X,L) = −1 + h1(OX) +
1

12
(KX + (n − 1)L)(KX + (n − 2)L)Ln−2

+
1

12
c2(X)Ln−2 +

n − 3

24
(2KX + (n − 2)L)Ln−1.

ここでProposition 4.3.2を用いると次がいえる (ここで (X,L)が (X,L)

自身の縮約であると仮定していることに注意.)

g2(X,L) ≥ −1 + h1(OX) +
1

12
KX(KX + (n − 2)L)Ln−2

+
n2 − n − 2

12n
KXLn−1 +

(n − 2)(n2 − n − 1)

12n
Ln.
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ところで κ(X) ≥ 0よりKX +(n− 2)Lはネフかつ巨大となる (Theo-

rem 3.2.1を参照). よってKX(KX +(n−2)L)Ln−2 ≥ 0かつKXLn−1 ≥ 0

がいえる. したがって

g2(X,L) ≥ h1(OX) − 1 +
(n − 2)(n2 − n − 1)

12n
Ln ≥ h1(OX).

特に 3次元の場合で g2(X,L) ≥ h1(OX)がいえる. 2
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第5章 応用・問題

ここでは断面不変量の応用例として (X,L)の随伴束KX + tLの大域
切断の次元 h0(KX + tL)の下限を断面不変量の立場からについて考え
てみる. このように考える利点は次の点にある.

• 正値性だけでなく具体的な値で下からおさえることが可能である.

• h0(KX + tL)の値による (X,L)の分類を得ることが可能になる.

さらに第 i断面不変量の持つ性質は i次元多様体の持つ性質から推測可
能なので, 断面不変量を通して h0(KX + tL)を見ることで h0(KX + tL)

のもつ性質を予測できることも利点である.

5.1 新たな不変量の定義とその基本性質につい
て

まずは次の不変量を定義する.

Definition 5.1.1 (X,L)を n次元非特異偏極多様体, iを整数で 0 ≤
i ≤ nとする. このとき

Ai(X,L) := (−1)iχH
i (X,L) + (−1)i−1χH

i−1(X,L)

と定義する. ただし i = 0のときはA0(X,L) = χH
0 (X,L) = Lnとする.

Remark 5.1.1 1 ≤ i ≤ nのとき χH
i (X,L)の定義より次がいえる.

Ai(X,L) = gi(X,L) + gi−1(X,L) − hi−1(OX).
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このとき次が成立する:

Theorem 5.1.1 (X,L)を n次元非特異偏極多様体とする. このとき

h0(KX + tL) =
n∑

j=0

(
t − 1

n − j

)
Aj(X,L)

が成立する.

Proof. まず

χ(L⊗s) =
n∑

j=0

χj(X,L)

(
s + j − 1

j

)
と書けることに注意する (Notation 2.2.1をみよ). すると χj(X,L) =

χH
n−j(X,L)より

χ(L⊗s) =
n∑

j=0

χH
n−j(X,L)

(
s + j − 1

j

)

=
n∑

j=0

χH
j (X,L)

(
s + n − j − 1

n − j

)

=
n−1∑
j=0

χH
j (X,L)

{(
s + n − j

n − j

)
−

(
s + n − j − 1

n − j − 1

)}
+χH

n (X,L)

=
n∑

j=1

(χH
j (X,L) − χH

j−1(X,L))

(
s + n − j

n − j

)
+χH

0 (X,L)

(
s + n

n

)
.

したがって sを−tに置き換えることにより次を得る.

χ(L⊗−t) =
n∑

j=1

(χH
j (X,L) − χH

j−1(X,L))

(
−t + n − j

n − j

)
+χH

0 (X,L)

(
−t + n

n

)
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=
n∑

j=1

(−1)n−j(χH
j (X,L) − χH

j−1(X,L))

(
t − 1

n − j

)
+(−1)nχH

0 (X,L)

(
t − 1

n

)
.

一方

h0(KX + tL) = hn(−tL)

= (−1)nχ(L⊗−t)

=
n∑

j=1

(−1)j(χH
j (X,L) − χH

j−1(X,L))

(
t − 1

n − j

)
+χH

0 (X,L)

(
t − 1

n

)
=

n∑
j=0

Aj(X,L)

(
t − 1

n − j

)
.

以上より示された. 2

この定理よりAi(X,L)の性質を調べることが重要になることがわかる.

Remark 5.1.2 ここではAi(X,L)の基本的性質を述べる.

• An(X,L) =
∑n

j=0

(
0

n−j

)
Aj(X,L) = h0(KX + L).

• Lが大域切断で生成されるときの Ai(X,L)の持つ意味について
のべる. このとき Proposition 2.3.1より非特異 (n − i)-はしご
X ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xn−iが存在する. すると gi(X,L) = hi(OXn−i

),

gi−1(X,L) = gi−1(Xn−i, Ln−i), hi−1(OX) = hi−1(OXn−i
)が成り立

つので

Ai(X,L) = gi(X,L) + gi−1(X,L) − hi−1(OX)

= hi(OXn−i
) + gi−1(Xn−i, Ln−i) − hi−1(OXn−i

)

= h0(KXn−i
+ Ln−i)

がいえる. とくにこのときAi(X,L) ≥ 0がいえる.
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一般には次のことが言えるであろうと予想している.

Conjecture 5.1.1 (X,L)をn次元非特異偏極多様体とする. 0 ≤ i ≤ n

なる任意の整数 iに対してAi(X,L) ≥ 0が成り立つ.

Remark 5.1.3 (a) もちろん i = 0, nのときはDefinition 5.1.1とRe-

mark 5.1.2から正しいことがわかる.

(b) i = 1のときTheorem 3.3.1 (i)より

A1(X,L) = g1(X,L) + g0(X,L) − h0(OX)

= g1(X,L) + Ln − 1

≥ 0

がいえる. よって i = 1のときも正しい.

他の場合もいろいろ調べられているがここでは特に n = 3の場合に
ついて調べてみよう.

Theorem 5.1.2 (X,L)を 3次元非特異偏極多様体とする. このとき
A2(X,L) ≥ 0が成り立つ. さらに次は同値である:

(a) A2(X,L) = 0.

(b) (X,L)は次の 3つのタイプのうちのいずれかとなる.

(b.1) (P3,OP3(1)).

(b.2) (Q3,OQ3(1)).

(b.3) 非特異曲線上のスクロール.

(c) KX + 2Lはネフでない.

Proof. (i) まず κ(KX + L) ≥ 0の場合を考える. するとTheorem 4.3.1

より g2(X,L) ≥ h1(OX)が成立する. したがってA2(X,L) = g2(X,L)+

g1(X,L)−h1(OX) ≥ g1(X,L). 一方κ(KX+L) ≥ 0より (KX+L)L2 ≥ 0
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である. したがって g1(X,L) = 1 + (1/2)(KX + 2L)L2 ≥ 1 + (1/2)L3と
なり. g1(X,L) ∈ Zであることに注意するとA2(X,L) ≥ 2がいえる.

(ii) つぎに κ(KX + L) = −∞の場合を考える. このときは Theorem

3.2.1とRemark 3.2.2から (X,L)は特別なタイプとなる (Theorem 3.2.1

の (i)から (viii.4)までのいずれか).

(ii.1) κ(KX +2L) ≥ 0のとき. (X,L)はTheorem 3.2.1の (v)から (viii.4)

のいずれかになる.

もし (X,L)が (v), (viii.2), (viii.3)なら g2(X,L) = 0, h1(OX) = 0と
なるのでA2(X,L) = g1(X,L)となる. また κ(KX + 2L) ≥ 0を仮定し
ているので g1(X,L) ≥ 1となり, 結局A2(X,L) ≥ 1がいえる.

もし (X,L) が (vi) もしくは (viii.4) なら g2(X,L) = 0 となるので
A2(X,L) = g1(X,L) − h1(OX)である. また g1(X,L) ≥ h1(OX) + 1

となることがいえるのでA2(X,L) ≥ 1がいえる.

もし (X,L)が (vii)なら f : X → Sなる P1-束が存在する. したがっ
て S上のあるベクトル束 EでX ∼= PS(E), L ∼= H(E)が成り立つものが
存在する. とくに Eは豊富なベクトル束となる. このとき次が成り立つ
ことがわかる.

• g2(X,L) = h2(OX) = h2(OS).

• g1(X,L) = g1(S, det E).

• h1(OX) = h1(OS).

もし κ(S) ≥ 0なら χ(OS) ≥ 0がいえる. また

A2(X,L) = g2(X,L) + g1(X,L) − h1(OX)

= h2(OS) + g1(S, det E) − h1(OS)

= χ(OS) − 1 + g1(S, det E)

≥ g1(S, det E) − 1.

いまκ(S) ≥ 0を仮定しているのでg1(S, det E) ≥ 2がいえる (Theorem

3.3.1を参照). したがってA2(X,L) ≥ 1.
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もし κ(S) = −∞なら h2(OS) = h0(KS) = 0より g2(X,L) = 0. した
がってA2(X,L) = g1(X,L) − h1(OX)がいえる. いま κ(KX + 2L) ≥ 0

より g1(X,L) ≥ 1. したがって h1(OX) = 0ならばA2(X,L) ≥ 1. よっ
て h1(OX) ̸= 0とする. ところで (S, det E)は非特異曲線上のスクロー
ルにはなりえない. なぜならば S上の任意の射影直線 l = P1に対して
(det E)l ≥ rankE = 2となるからである. よって Proposition 3.3.1より
g1(S, det E) ≥ 2h1(OS)がいえる. したがってA2(X,L) = g1(S, det E)−
h1(OS) ≥ h1(OS) ≥ 1となる. いずれにしてもA2(X,L) ≥ 1はいえる.

(ii.2) κ(KX +2L) = −∞のとき. (X,L)はTheorem 3.2.1の (i), (ii), (iii)

のいずれかとなる. しかしこれらの場合のA2(X,L)を計算すると, (i)と
(ii)の場合は g2(X,L) = 0, g1(X,L) = 0, h1(OX) = 0よりA2(X,L) = 0

となる. また (iii)の場合は g2(X,L) = 0, g1(X,L) = h1(OX)よりやは
りA2(X,L) = 0となる. したがってTheorem 5.1.2が示された. 2

5.2 Beltrametti-Sommese予想の 3次元の場
合の証明について

前節の Theorem 5.1.2を用いると次の定理が得られる (Beltrametti-

Sommese予想 (Conjecture 1.0.1をみよ)の 3次元の場合の肯定的解決).

Theorem 5.2.1 (X,L)を 3次元非特異偏極多様体とする. もしKX +

2Lがネフならば h0(KX + 2L) > 0である.

Proof. Theorem 5.1.1より

h0(KX + 2L) =
3∑

j=0

(
1

3 − j

)
Aj(X,L)

= A2(X,L) + A3(X,L)

がいえる. いま dim X = 3よりRemark 5.1.2よりA3(X,L) = h0(KX +

L) ≥ 0がいえる. またTheorem 5.1.2よりA2(X,L) ≥ 0でA2(X,L) = 0

であるための必要十分条件はKX + 2Lはネフでないことである. した
がって仮定よりA2(X,L) > 0がいえる. 以上より題意が示された. 2
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Remark 5.2.1 (a) h0(KX +2L) = 0となる 3次元偏極多様体はThe-

orem 3.2.1 (i), (ii), (iii)のいずれかとなることがわかる.

(b) h0(KX + 2L) = 1なる 3次元非特異偏極多様体 (X,L)も分類で
きる (詳しくは [28]をみよ). 実は h0(KX + 2L) = 1なることと
A2(X,L) = 1なることは同値であることがわかる.

(c) いま現在では h0(KX + 2L) = 2なる (X,L)の分類がある程度わ
かっている.

5.3 問題
最後に断面不変量に関連するいくつかの未解決問題・予想のうちいま
までに述べなかったものについていくつか述べてみたい. まず次の予想
は重要である.

Conjecture 5.3.1 (X,L)をn次元非特異偏極多様体とする. このとき
0 ≤ i ≤ nをみたす任意の整数 iに対して

gi(X,L) ≥ hi(OX)

が成立する.

Remark 5.3.1 この予想に関する基本的な事実は以下のことである:

(a) i = 0, nの場合は正しい. もし i = 0ならば g0(X,L) = Ln ≥ 1 =

h0(OX)であり正しい. もし i = nであれば gn(X,L) = hn(OX)よ
りこれまた正しいことがわかる.

(b) i = 1の場合, この予想は断面種数の下限予想 (Conjecture 3.3.1)

と一致する.

(c) dim Bs|L| = mかつm ≤ n − 2のとき i ≥ m + 1なら gi(X,L) ≥
hi(OX)が成立する ([23, Corollary 2.8]). 特に Lが大域切断で生
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成されている場合は Conjecture 5.3.1は正しい. (最近 (2009年 3

月), dim Bs|L| = mかつm ≤ n − 2のとき i = mでも gi(X,L) ≥
hi(OX)が成立することがわかった.)

Remark 5.3.2 他の予想との関連では以下のことがわかっている:

(a) このConjecture 5.3.1とCastelnuovoの定理の偏極多様体版の予想
(Conjecture 4.2.1)が正しいならBeltrametti-Sommese予想 (Con-

jecture 1.0.1)がいえることがわかっている.

(b) Conjecture 5.3.1が正しければConjecture 5.1.1もいえる.

次に随伴束の大域切断の次元に関する問題を考える.

(X,L)を n次元非特異偏極多様体とする. もしKX + Lがネフなら非
消滅定理よりある正整数mが存在して h0(m(KX + L)) > 0がいえる.

これに関して次の予想がある:

Conjecture 5.3.2 (Ionescu, Ambro, 川又) KX + Lがネフならば
h0(KX + L) > 0が成立する.

Remark 5.3.3 この予想は [48, Open problems, p.321]において Ionescu

により与えられた. その後Ambro([1]), 川又 ([42])により特異点を許し
た, より一般の場合に予想された.

Remark 5.3.4 この予想に関して知られていることは以下のことであ
る.

(a) dim X ≤ 2では正しい. (実はもっと強いことが言える. 以下の
Remark 5.3.5をみよ.)

(b) dim X = 3のときは L3 ≥ 28ならば正しいことが Broustet([5,

Théorème 1.8])により示された (方法は我々のものとはまったく
異なる). また κ(X) ≥ 0のときは L3 の条件なしに正しいこと
が示されている ([30, Theorem 3.2], [6, 3.15 Proposition]). さら
に κ(X) = −∞かつ q(X) > 0のときも正しいことが知られて
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いる ([7, Lemma 4.1], [30, Theorem 3.3]などをみよ). 以上より
dim X = 3の場合は次の場合がわかっていない: κ(X) = −∞か
つ q(X) = 0.

断面幾何種数的考察からいくとh0(KX +L) = g2(X,L)−h2(OX)+

h3(OX)がいえるので, KX+Lがネフでκ(X) = −∞かつq(X) = 0

のとき, g2(X,L) > h2(OX)がいえるとよいことがわかる. これは
Conjecture 5.3.1と関連がある.

上記問題をさらに一般化させた次の問題もある: κ(KX + L) ≥ 0のと
きは飯高次元の定義よりある正整数mで h0(m(KX + L)) > 0なるもの
が存在する. そこで次の問題を考えることができる ([30, Problem 3.2]

や [32, Problem 5.2]など参照).

Problem 5.3.1 任意の固定された正整数 nに対して,

Mn := { r ∈ N | dim X = nかつ κ(KX + L) ≥ 0なる任意の

偏極多様体に対して h0(r(KX + L)) > 0となる } .

m(n) :=

{
min Mn Mn ̸= ∅のとき,

∞ Mn = ∅のとき.

とおく. このときm(n)の値を決定せよ.

Remark 5.3.5 (1) [30, Theorem 2.8]により, m(1) = 1とm(2) = 1

はいえている.

(2) 一般には, m(n) < ∞かどうかもわかっていない.

dim X = 3の場合には次のことがわかっている.

Theorem 5.3.1 ([32], Theorem 5.4) (X,L)を 3次元非特異偏極多
様体とする. このとき次が成り立つ:

(1) もし 0 ≤ κ(KX + L) ≤ 2なら, h0(KX + L) > 0がいえる.

(2) もし κ(KX + L) = 3なら, h0(2(KX + L)) ≥ 3がいえる.
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この結果よりm(3) ≤ 2が示されたことになる. なおm(n)の考察の
際には今回紹介した断面幾何種数ではなく, さらにこれを一般化させた
不変量が必要になる. これについての解説は別の機会があれば行いたい
が, 興味ある読者は [31]や [32]を参照のこと.

さらに, [55]のなかで辻により与えられた次の問題がある.

Problem 5.3.2 (X,L)を n次元非特異偏極多様体, mを正整数とす
ると,

h0(KX + mL) ≥ h0(KX + (m − 1)L)

は成立するか ?

これについては以下のことがわかっている:

(a) n = 2かつm ≥ 2のとき

h0(KX + mL) − h0(KX + (m − 1)L) ≥ m − 2

が成立する.

(b) n = 3かつm ≥ 2のとき

h0(KX + mL) − h0(KX + (m − 1)L) ≥
(

m − 2

2

)
が成立する.

Remark 5.3.6 m = 1の場合, 不等式 h0(KX + L) ≥ h0(KX)は

gn−1(X,L) ≥ hn−1(OX)

と同値であり, Conjecture 5.3.1と関連している. なおm = 1の場合
は n = 2でもこの不等式は正しいかどうかはわかっていない (Theorem

3.3.3を参照).
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