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1 はじめに
X を複素数体上定義された n次元非特異射影多様体, LをX 上の豊

富な因子とする. このとき対 (X,L)を偏極多様体と呼ぶ. n次元偏極多
様体 (X,L)の不変量としては, 次数 Ln, 断面種数 g(X, L), そして∆-

種数 ∆(X, L)などがある. さらに偏極多様体を深く研究するために,

次数や断面種数の一般化として, 筆者は第 i断面幾何種数 gi(X, L) な
るものを定義し, 現在その性質を調べている (ここで, iは 0 ≤ i ≤ nを
みたす任意の整数であり, g0(X,L) = Ln, g1(X,L) = g(X,L)となる).

特に, gi(X,L)は i次元多様体の幾何種数のもつ性質と類似の性質を持
つと期待され, i = 2などではその証拠となる結果がいくつか証明され
ている. またこれらの結果を用いて随伴束の大域切断の次元に関するい
くつかの問題を解決することもできた. その意味で, この不変量につい
ては存在意義が多少なりとも見出せたと思う.

さらに, 次のステップとして, ∆-種数 ∆(X,L) の一般化を考え, 第 i

∆-種数 ∆i(X, L)なるものを定義した. これは∆-種数の一般化のため
に定義した不変量である (ここで, iは 0 ≤ i ≤ nをみたす任意の整数で
あり, さらに i = 1のとき∆1(X,L) = ∆(X,L)が成り立つ). この不変
量は, おそらく断面幾何種数同様, 偏極多様体を調べる上で役に立つで
あろうと期待している. そこで, この論説で第 i ∆-種数の理論の構築の
ための問題提起とその現状について書いてみたい. この論説が今後の研
究の指針となることを望む.

この論説を載せて頂ける機会を与えてくださった学習院大学の飯高
茂先生のご好意に感謝いたします.
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2 ∆-種数の復習
ここでは, 以後の一般化された∆-種数の理論展開のために必要とな

る, 藤田先生による∆-種数の理論の概要を簡単に説明する. 詳しくは藤
田先生の著書 [8], 日本語として書かれた唯一の解説書である, 飯高先生
の著書 [18], もしくは雑誌「数学」の藤田先生による論説 [1]1や拙著 [13]

などを参照いただくとよいと思う.

まず, ∆(X,L)の定義を与えておこう．

定義 2.1 (X,L)をn次元偏極多様体とする. このとき, ∆-種数∆(X, L)

は以下の式で定義される:

∆(X,L) := n + Ln − h0(L).

では∆-種数の性質を述べる前に, 後で必要になる記号等をここでま
とめておこう.

定義 2.2 (X,L)を n次元偏極多様体とし，X0 := X，L0 := Lとおく．

(1) Lが k-はしごをもつとは射影多様体の列X = X0 ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃
Xkで 1 ≤ j ≤ kなる任意の整数 jに対してXjはLj−1の完備線形
系 |Lj−1|の元となるものが存在するときをいう2．ただしLj−1 :=

L|Xj−1
である．さらに各Xjが非特異のとき，Lは非特異 k-はし

ごをもつという．

(2) Lが (n − 1)-はしごをもつとき，単にLははしごをもつという．

注意 2.1 Xを n次元非特異射影多様体，Lを大域切断で生成されてい
る豊富な直線束とする．このとき Bertiniの定理より完備線形系 |L|の
一般の元を用いてX を切断することで 1 ≤ k ≤ n − 1をみたす任意の
整数 kに対して Lの k-はしごX ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xkで各Xjは非特異で
あり，かつ h0(Lk) > 0となるものを作ることができる．

1これについては現在, 以下のサイトで閲覧することができる.
http : //www.journalarchive.jst.go.jp/japanese/jnltopja.php?cdjournal = sugaku1947

2dimXj = n − j であることに注意.
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記号 2.1 kを1 ≤ k ≤ n−1をみたす整数とし，Lはk-はしごX ⊃ X1 ⊃
· · · ⊃ Xk をもつと仮定する．このとき1 ≤ m ≤ kをみたす任意の整数m

に対して，Lm := L|Xmとし，さらにrp,q : Hp(Xq, Lq) → Hp(Xq+1, Lq+1)

を自然な写像とする．

以上の準備の下, ∆-種数に関して次のことがいえる:

定理 2.1 (1) n = 1のとき∆(X,L) = h1(OX) − h1(L) ≥ 0となる．

(2) LがはしごX ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xn−1 をもつとする．このとき 1 ≤
j ≤ n − 1をみたす任意の整数 jに対して次が成り立つ:

∆(X,L) = ∆(Xj, Lj) +

j−1∑
k=0

dim Coker(r0,k).

特に∆(X,L) ≥ ∆(X1, L1) ≥ · · · ≥ ∆(Xn−1, Ln−1) ≥ 0 が成立
する．

次に∆-種数による分類を行う際に基本となるとても重要な結果が次
の定理である:

定理 2.2 ([8]) (X,L)を n次元偏極多様体とする．

(1) ∆(X,L) > dim Bs|L|が成立する3．特に∆(X,L) ≥ 0がいえる．

(2) もしLn ≥ 2∆(X,L)− 1，B := Bs|L|が高々有限集合，かつXが
Bの各点で非特異ならば, Lははしごをもつ．

(3) g(X,L) ≥ ∆(X,L)であり, かつ Lははしごをもつとする．

(a) もし Ln ≥ 2∆(X,L) − 1なら，はしごは regular4である．

(b) もし Ln ≥ 2∆(X,L)なら，Bs|L| = ∅である．

(c) もしLn ≥ 2∆(X,L) + 1なら，Lは非常に豊富な直線束であ
り, かつ g(X,L) = ∆(X,L)となる．さらに任意の整数 tと
0 < i < nなる任意の整数 iに対して hi(tL) = 0が成り立つ．

3Bs|L| = ∅のときは dimBs|L| = −1と思う．今後この不等式を∆-不等式とよぶ.
40 ≤ q ≤ n − 2なる任意の qに対して r0,q が全射であるときをいう．
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∆-種数による分類の流れ
Xが非特異の場合に∆(X,L) ≤ 1なる (X,L)の分類の方針を述べよう．
まず定理 2.2 (1)により dim Bs|L| ≤ 0となることが示される．ここで,

Ln ≥ 2∆(X,L) − 1となることと定理 2.2 (2)を用いることにより Lが
はしごを持つことがわかる．さらに g(X,L) ≥ ∆(X,L)が成り立つこと
もわかるので定理 2.2 (3)を用いて (X,L)の構造を詳しく調べることが
でき，(X,L)の分類を得る．
以上のように, 定理 2.2は, ∆-種数による分類を行う際にとても重要

な役割を果たしている.

注意 2.2 X を非特異とするとき, 現在 ∆-種数による分類に関してわ
かっていることをまとめる:

(I) ∆(X,L) = 0 については完全な分類がなされている ([2]). 特に
∆(X,L) = 0となるための必要十分条件は g(X,L) = 0である．
(II) ∆(X,L) = 1についてはLn = 1の一部の場合を除き, 完全な分類が
得られている ([3]，[4]，[6])．またDel Pezzo多様体は∆(X,L) = 1の
クラスに属し，完全に分類されている ([8])．ところで, 非特異偏極多様
体 (X,L)がDel Pezzo 多様体であるための必要十分条件は g(X,L) = 1

かつ∆(X,L) = 1をみたすことである.

(III) ∆(X,L) = 2についてもある程度のところまでは分類が得られて
いる (詳しくは [5]，[7]をみよ)．

3 第 i ∆-種数の定義と性質
次に∆-種数の一般化を考えたいのだが, その際，何に着目して∆-種
数を一般化するかが問題となる．ここでは, 定理 2.1の観点から, ∆-種
数の一つの一般化を定義し5，その基本性質を述べる．
まず定義に必要となる第 i断面幾何種数の定義をのべる.

記号 3.1 X を n次元射影多様体, L をX 上の豊富な因子, そして tを
変数とする. この時L⊗tのEuler-Poincaré 標数 χ(L⊗t)は, tに関する次

5後述の定理 4.1.1を参照
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数 nの多項式である. このとき, χ(L⊗t)は一意的に

χ(L⊗t) =
n∑

j=0

χj(X,L)

(
t + j − 1

j

)
と表現できる.

定義 3.1 ([9]) (X,L) を n次元偏極多様体とし, iを 0 ≤ i ≤ nをみた
す整数とする. このとき (X,L)の第 i断面幾何種数 gi(X, L) は次の式
で定義される:

gi(X,L) = (−1)i(χn−i(X,L) − χ(OX)) +
n−i∑
j=0

(−1)n−i−jhn−j(OX).

ではここで, 第 i ∆-種数の定義を与える.

定義 3.2 ([10]) (X,L)をn次元偏極多様体とする．このとき 0 ≤ i ≤ n

をみたす任意の整数 iに対して (X,L)の第 i ∆-種数 ∆i(X, L)を次の
式で定義する:

∆i(X,L) :=


0 i = 0のとき,

gi−1(X,L) − ∆i−1(X,L)

+(n − i + 1)hi−1(OX) − hi−1(L) 1 ≤ i ≤ nのとき．

以下では 0 ≤ i ≤ nをみたす任意の整数 iに対して定義されるこの第
i ∆-種数たちを総称して「一般化された∆-種数」と呼ぶことにする.

一般化された∆-種数は次のような性質をもつ.

定理 3.1 (X,L)を n次元偏極多様体, iを 1 ≤ i ≤ nをみたす整数と
する.

(1) i = 1のとき，∆1(X,L)は∆(X,L)と一致する．特に∆1(X,L) ≥ 0

である．

(2) i = nのとき，∆n(X,L) = hn(OX) − hn(L)が成り立つ (定理 2.1

(1)の一般化)．

(3) ∆i(X,L)は変形のパラメーターに関して下半連続関数となる．
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4 一般化された∆-種数に関する基本問題
一般化された∆-種数の定義は複雑なため, 多くのことがわかってい
ない. そこで一般化された∆-種数の意味や性質を理解するために, これ
から述べる基本問題を考えるのは重要でありかつ興味深い. 以下でその
基本問題について個別に考えてみたい.

その前に以下でよく使われる仮定をここでまとめて載せておく.

仮定 1 (X,L)を n次元偏極多様体とする. ここで 1 ≤ i ≤ nなる整数 i

と 0 ≤ k ≤ n − iなる整数 kを固定する.

(Ai) Lは (n − i)-はしごをもつ.

(Bi) h0(Ln−i) > 0.

(C) 0 ≤ j ≤ n − 1 と t > 0をみたす任意の整数 j と tに対して
hj(−tL) = 0が成り立つ.

(Dk
i ) k ≤ j ≤ n − iなる任意の整数 jに対してXjは正規である.

(Ek
i ) k ≤ j ≤ n − i をみたす任意の整数 j に対して Xj は Cohen-

Macaulayである.

注意 4.1 (X,L)を非特異偏極多様体で, Lがその大域切断で生成され
ているとすると, 1 ≤ i ≤ nなる任意の整数 iと 0 ≤ k ≤ n − iなる任意
の整数 kに対して仮定 1はみたされる.

4.1 一般化された∆-種数の基本問題1

一般化された∆-種数を考える際に, まず素朴に思い浮かぶのは, ∆-種
数に関する理論, いわゆる「藤田理論」を 一般化された∆-種数の場合
に拡張できるかについて考えることであろう.
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基本問題 1 一般化された∆-種数は, ∆-種数と似た性質をもつかを
調べよ. 具体的には,

(1) ∆i(X,L)のとりうる範囲について調べよ.

(2) ∆-種数に関する藤田理論を, 一般化された∆-種数の場合に拡
張できるかについて調べよ.

ここで, これらについて現在までに知られている結果を述べよう.

(1)について
(1.1) まず次がいえる6.

定理 4.1.1 ([10], [17]) (X,L)をn次元偏極多様体とし，iを 1 ≤ i ≤ n

をみたす整数とする. もし (X,L)が仮定 1の (Ai), (Bi), (C)をみたすと
する. このとき 1 ≤ j ≤ n − iなる任意の整数 jに対して次が成立する．

∆i(X,L) = ∆i(Xj, Lj) +

j−1∑
k=0

dim Coker(ri−1,k).

∆i(X,L) ≥ ∆i(X1, L1) ≥ · · · ≥ ∆i(Xn−i, Ln−i) ≥ 0

つまり, (X,L)が仮定 1の (Ai), (Bi), (C)をみたすならば, ∆i(X,L) ≥
0がいえる．特に, 注意 4.1より (X,L)が非特異偏極多様体でLが大域
切断で生成されている場合, 次がいえる:

定理 4.1.2 ([10]) (X,L)を n次元非特異偏極多様体とする．もしLが
大域切断で生成されているなら 1 ≤ i ≤ nをみたす任意の整数 iに対し
て∆i(X,L) ≥ 0が成立する．

(1.2) 非特異偏極多様体の場合に, 一般の豊富な因子に対しても第 i ∆-

種数の非負性はいえるであろうか? 例えばX がアーベル多様体 ([14])

やトーリック多様体 (ただしこのときは非特異でなくてもよい)のとき
6この定理は定理 2.1 (2) の一般化とも思える. 実は, この定理 4.1.1が成り立つよ

うに第 i ∆-種数を定義したのである.
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([11])は任意の豊富な因子に対して一般化された∆-種数は非負となる
ことがわかる. また, i = 1の場合は∆-不等式から非負性がいえる. し
かし一般には非負性は成り立たない．2 ≤ i ≤ nをみたす任意の整数
iに対して∆i(X, L) < 0となる (X, L)の例が存在する:

例 4.1.1 ([10]) nを 3以上の整数，mを 2 ≤ m ≤ n − 1をみたす任意
の整数，Y をm次元非特異射影多様体でKY が豊富な因子でありかつ
h0(KY ) = 0となるものとする．ここで E := O(KY )⊕n−m+1とすると E
は豊富なベクトル束となる．そこでXを Eに付随する Y 上の Pn−m束
PY (E)とし，Lをそのトートロジー的な直線束とする．このとき (X,L)

は n次元非特異偏極多様体で∆m(X,L) = −(n − m + 1) < 0となるこ
とがわかる．

では, 非特異偏極多様体の場合に, 一般化された∆-種数の非負性はど
の程度までいえるか? これについては以下の定理 4.1.3が現在知られて
いる.

定理 4.1.3 ([14]) (X,L)を n次元非特異偏極多様体で, n ≥ 2 かつ
dim Bs|L| ≤ n− 1をみたすものとする. このとき, i ≥ dim Bs|L|+ 1な
る任意の整数 iに対して∆i(X,L) ≥ 0が成立する.

Proof. [14, Corollary 4.1]をみよ.

ここで定理 4.1.3はある程度特異点を許しても成り立つことが知られ
ている (詳しくは [14, Theorem 4.1]をみよ). また定理 4.1.3は定理 4.1.2

の一般化とも思える.

次の例を考えると, 定理 4.1.3はある意味で最良であることがわかる.

例 4.1.2 ([14]) Y を次元m(≥ 2)の非特異射影多様体でKY が豊富であ
りかつ h0(KY ) = 0をみたすものとする. A1, . . . , An−mを Y 上の豊富な
因子でBs|Ai| = ∅ かつ 任意の iに対して hm(Ai) = 0をみたすものとす
る. ただしn > mとする. ここでE := KY ⊕A1⊕· · ·⊕An−m, X := PY (E)

とおく. さらに π : PY (E) → Y をその射影とする. 1 ≤ i ≤ n − mなる
任意の整数 iに対して, Ei := KY ⊕A1 ⊕· · ·⊕Ai−1 ⊕Ai+1 ⊕· · ·⊕An−m,

Di := PY (Ei)とおく. このとき, Di ∈ |H(E) − π∗Ai| かつ D1 ∩ · · · ∩
Dn−m = P(KY )をえる. ここで L := H(E)とおく. すると Lは豊富で,
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各 iに対してDi +π∗Ai ∈ |L|である. D1 ∩ · · · ∩Dn−m = P(KY )であり,

かつ Aiはその大域切断で生成されるので, dim Bs|L| ≤ mをえる. 他方
[9, Example 2.10 (8)] と [10, Lemma 2.12.1]より gm(X,L) = hm(OX)

かつ ∆m+1(X,L) = 0をえる. したがって

∆m(X,L) = gm(X,L) − ∆m+1(X,L) + (n − m)hm(OX) − hm(L)

= (n − m + 1)hm(OX) − hm(L).

ここで hm(OX) = hm(OY ) = h0(KY ) = 0 かつ

hm(L) = hm(π∗(L))

= hm(E)

= hm(KY ⊕ A1 ⊕ · · · ⊕ An−m)

= hm(KY ) = 1

に注意する. すると ∆m(X,L) = −1 < 0 であり, 定理 4.1.3 より,

dim Bs|L| ≥ mをえる. したがって dim Bs|L| = mをえる. この (X,L)

が dim Bs|L| = m かつ ∆m(X,L) < 0の例である.

定理 4.1.3を考えると, もしある整数 iで∆i(X,L) < 0となることが
わかると, dim Bs|L| ≥ iとなるので, Lの底点の次元の様子がわかるこ
とがいえる. もちろん∆-種数の値が小さい場合は, ∆-不等式を用いて
もわかるが, ∆(X,L) > nとなってしまうと, Lの底点の次元の様子は
わからなくなってしまう. その意味で一般化された∆-種数が負になる
場合は, Lの底点に関する性質はわかってしまう.

定理 4.1.3では, n次元非特異偏極多様体 (X,L)に対し, 0 ≤ i ≤ nなる
整数 iで∆i(X,L) < 0となる必要条件として, dim Bs|L| ≥ iが成り立
つことはいえた. では, 別の条件として κ(KX + (n− i)L)の値に関連し
て何かいえるであろうか?

問題 4.1.1 (X,L)を n次元非特異偏極多様体とする. このとき 2 ≤ i ≤
nなる整数 iにおいて∆i(X,L) < 0であることと κ(KX + (n − i)L)の
値との間にどのような関係があるか?

この問題に関しては次の結果がある.
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定理 4.1.4 (X,L)を n次元非特異偏極多様体とする.

(1) もし∆n(X,L) < 0ならば, κ(X) = nである.

(2) もし∆2(X,L) < 0であり, かつ (X,L)が非特異射影曲面上のスク
ロールでないならば, κ(KX + (n − 2)L) ≥ 2である.

また, i = 2の場合について∆2(X,L)の下限に関する評価式が考察さ
れている ([16]).

(2)について
藤田理論において中心的役割を果たすのが, 定理 2.2であった. したがっ
て, この結果が一般化された∆-種数に対しても成り立つかを考えるこ
とは大切である. これについては以下のことがわかっている:

定理 4.1.5 ([17]) (X,L)を n次元偏極多様体, iを 1 ≤ i ≤ n − 1なる
整数とする. さらに次を仮定する.

(1) (X,L)は仮定 1の (Ai), (Bi), (C), (Dn−i
i ), (En−i

i )をみたす.

(2) gi(X,L) ≥ ∆i(X,L).

(3) Ln ≥ ∆i(X,L) + ∆1(X,L) + 2 − i.

このとき, gi(X,L) = ∆i(X,L)が成り立つ.

定理 4.1.6 ([17]) (X,L)を dim X = n ≥ 3なる偏極多様体, iを 2 ≤
i ≤ n − 1なる整数とする. さらに次を仮定する.

(1) (X,L)は仮定 1の (Ai), (Bi), (C), (D0
i ), (E0

i )をみたす.

(2) gi(X,L) ≥ ∆i(X,L).

(3) Ln ≥ ∆i(X,L) + ∆1(X,L) + 2 − i.

このとき, i + 1 ≤ k, i + 1 ≤ s ≤ n − 1, t ≥ 1なる任意の整数 k, s, tに
対して ∆k(X,L) = 0, hs(L⊗t) = 0が成り立つ.

注意 4.1.1 定理 4.1.5と定理 4.1.6は定理 2.2 (3) (c) の一部と対応する.

しかし i ≥ 2の場合に定理 2.2 (3) (c) における Lの very amplenessに
関連する結果の類似がいえるかは今のところわからない.
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定理 4.1.7 ([17]) (X,L)を n次元偏極多様体, iを 1 ≤ i ≤ n − 1なる
整数とする. さらに次が成り立つと仮定する:

(1) (X,L)は仮定 1の (Ai), (Bi), (C), (Dn−i
i ), (En−i

i )が成り立つ.

(2) gi(X,L) ≥ ∆i(X,L).

(3) Ln ≥ ∆i(X,L) + ∆1(X,L) − i.

このとき次のうちの一つが成り立つ:

(a) (X,L)は regular (n − i)-はしご7をもつ.

(b) ∆i(X,L) = ∆i(X1, L1) = · · · = ∆i(Xn−i, Ln−i).

注意 4.1.2 定理 4.1.7において, もし i = 1なら, 上の仮定 (1)は必要で
ない. さらに (a) と (b) は互いに同値となる. したがって, もし i = 1な
ら, この結果は定理 2.2 (3) (a)に対応するものである.

注意 4.1.3 i ≥ 2では定理 2.2 (3) (b) における底点自由に関する結果
の類似が成り立つかは今のところわからない.

ところで注意 2.2でものべたように, Del Pezzo多様体は∆(X,L) = 1

の特別なクラスであり, ∆-種数の理論をもちいて完全に分類がなされて
いる. 非特異Del Pezzo多様体 (X,L)はO(KX + (n − 1)L) = OX をみ
たす偏極多様体であり, ∆(X,L) = 1かつ g(X,L) = 1で特徴付けされ
るが, ではO(KX + (n − i)L) = OX なる非特異偏極多様体 (X, L)

を断面幾何種数や一般化された∆-種数を用いて特徴づけができるであ
ろうか? これに関して, 次の予想を提案した ([15]).

予想 4.1.1 (X,L)を次元が n ≥ 3なる非特異偏極多様体とする. この
とき, 2 ≤ i ≤ n − 1なる任意の整数 iに対して次は同値である.

C(i, 1): KX = −(n − i)L.

C(i, 2): ∆i(X,L) = 1 かつ 2g1(X,L) − 2 = (i − 1)Ln.

C(i, 3): ∆i(X,L) > 0 かつ 2g1(X,L) − 2 = (i − 1)Ln.

C(i, 4): gi(X,L) = 1 かつ 2g1(X,L) − 2 = (i − 1)Ln.

C(i, 5): gi(X,L) > 0 かつ 2g1(X,L) − 2 = (i − 1)Ln.
7Lが (n − i)-はしごX ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xn−iをもち, 0 ≤ j ≤ n − i − 1なる任意の

整数 j に対してH0(Xj , Lj) → H0(Xj+1, Lj+1) が全射となるときをいう.
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注意 4.1.4 i = 1の場合, 予想 4.1.1のC(1, 1)とC(1, 2)は同値である.

しかし予想4.1.1のC(1, 1)とC(1, 3), C(1, 1)とC(1, 4), C(1, 1)とC(1, 5)

は同値ではないことに注意 ((X,L)が非特異楕円曲線上のスクロール
(g1(X,L) = 1かつ∆1(X,L) ≥ 2)となる場合がおこる).

この予想に関しては次のことがわかっている.

定理 4.1.8 ([15]) 次の場合には予想 4.1.1は正しい.

(1) max{2, dim Bs|L|+ 2} ≤ i ≤ n− 1となる任意の整数 iの場合 (特
に Lが大域切断で生成されている場合は 2 ≤ i ≤ n − 1をみたす
任意の整数 iで成立).

(2) i = 2の場合.

(3) i = 3かつ n ≥ 5の場合.

4.2 一般化された∆-種数の基本問題2

断面種数と∆-種数との間には関係があるように, 第 i断面幾何種数と
第 i ∆-種数との間にも関係があるかを調べることは, 意味があることで
あろう. そこで

基本問題 2 第 i断面幾何種数 gi(X,L)と第 i∆-種数 ∆i(X,L) との
間の関係を調べよ.

例えば, 上でも述べたように断面種数と∆-種数には次のような関係
がある.

定理 4.2.1 ([8]) (X,L)を非特異偏極多様体とする. このとき, g(X,L) =

0であるための必要十分条件は∆(X,L) = 0である.

ではこのような関係が第 i断面幾何種数と第 i ∆-種数との間にもある
であろうか? これについてはつぎの結果がある.
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定理 4.2.2 (X,L)をn次元偏極多様体, iを1 ≤ i ≤ nをみたす整数とす
る. さらに (X,L)は仮定 1の (Ai), (Bi), (C), (Dn−i

i ), (En−i
i )をみたすと

する. このとき∆i(X,L) = 0であるための必要十分条件は gi(X,L) = 0.

したがって, 特に (X,L)が非特異偏極多様体で, Lがその大域切断で
生成されているときは∆i(X,L) = 0であることと gi(X,L) = 0である
ことは同値であることがわかる. では一般の豊富な因子ではどうなるで
あろうか?

問題 4.2.1 (X,L)を n次元非特異偏極多様体とする. このとき 2 ≤ i ≤
nなる整数 iで gi(X,L) = 0ならば, ∆i(X,L) ≤ 0がいえるか?

注意 4.2.1 この逆は不成立である. つまり, ∆i(X,L) ≤ 0であるが,

gi(X,L) > 0となる偏極多様体の例は存在する.

例 4.2.1 ([10, Example 4.1.1]) n ≥ 4とし, Pn+1を n + 1次元射影多様
体とする. (ξ0 : ξ1 : · · · : ξn+1)をその斉次座標とする. また k = n + 3を
素数とする (特に nは偶数となる). G = Z/kZを 1の原始 k乗根で生成
される位数 kの巡回群とする. このとき ρ ∈ Gを Pn+1に次のように作
用させる.

(ρ) · (ξ0 : ξ1 : · · · : ξn+1) = (ξ0 : ρξ1 : · · · : ρn+1ξn+1),

ただし ρ = exp(2πi/k). このとき Y :
∑n+1

i=0 ξi
k = 0は G-不変であり,

X := Y/Gは非特異で π : Y → X は次数 k = n + 3のエタール被覆と
なる. さらにKXは豊富になり, g2(X,KX)と∆2(X,KX)を計算すると

g2(X,KX) =
n2 + 2

6
− 1

∆2(X,KX) = −n

2

となる.

このように ∆i(X,L) < 0かつ gi(X,L) > 0なる例はあるが, では
∆i(X,L) = 0なる (X,L)に対しては gi(X,L)の値はどうなるであろ
うか?
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問題 4.2.2 (X,L)を n次元非特異偏極多様体とする. このとき 1 ≤ i ≤
nのある整数 iで∆i(X,L) = 0ならば, gi(X,L) = 0がいえるか?

また, 次のことも言える.

命題 4.2.1 (X,L)を n次元非特異偏極多様体とする. このとき 1 ≤ i ≤
nなる整数 iでKX +(n−i)Lはnefであり,かつκ(KX +(n−i)L) ≤ i−1

とする. このとき i ≤ k ≤ nなる任意の整数 k に対して gk(X,L) =

∆k(X,L)がいえる.

Proof. 仮定より, 次元が i − 1以下のある正規射影多様体 Y , Y 上
の豊富な直線束H と, あるファイバー空間 ϕ : X → Y で, KX + (n −
i)L = ϕ∗(H)をみたすものが存在する (ただし dim Y = 0のときは
OX(KX + (n − i)L) = OX). すると [10, Lemma 1.6]より i ≤ kなる任
意の整数 kに対して

hk(L) = 0 (1)

hk(OX) = 0 (2)

が成り立つ. また, 仮定 κ(KX + (n − i)L) ≤ i − 1より t ≤ n − i − 1な
る任意の整数 tに対して

h0(KX + tL) = 0 (3)

が成り立つ. したがって, (2), (3), [9, Theorem 2.3]より, i + 1 ≤ kなる
任意の整数 kに対して

gk(X,L) = 0 (4)

がいえる.

また, (1), (2)と定理 3.1 (2) より,

∆n(X,L) = hn(OX) − hn(L) = 0

がいえ, さらに第 i ∆-種数の定義と (1), (2), (4)より i + 1 ≤ kなる任意
の整数 kに対して

∆k(X,L) = 0 (5)
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が成り立つ. よって i+1 ≤ k ≤ nなる任意の整数 kに対して gk(X,L) =

∆k(X,L)が成立する. さらに, (5)を用いると

0 = ∆i+1(X,L)

= gi(X,L) − ∆i(X,L) + (n − i)hi(OX) − hi(L)

= gi(X,L) − ∆i(X,L)

が成り立つので, gi(X,L) = ∆i(X,L)もいえる. 以上より,示された.

これに関連して, 次の問題もあげておこう.

問題 4.2.3 (X,L)を n次元非特異偏極多様体とする. このとき 1 ≤ i ≤
nなるある整数 iで 0 ≤ κ(KX + (n − i)L) ≤ i − 1とする. このとき
i ≤ k ≤ nなる任意の整数 kに対して gk(X,L) = ∆k(X,L)がいえるか?

注意 4.2.2 i = 1, 2, nでは, この問題は正しいことがわかっている.

4.3 一般化された∆-種数の基本問題3

一般化された∆-種数を考える際に, 新たに出てくる問題として,「縦
の関係」, つまり∆i(X,L)と∆i+1(X,L)の間の関係を調べることも重
要であろう.

基本問題 3 ∆i(X,L)と∆i+1(X,L)の間の関係を調べよ.

この問題に関しては次のことがわかっている.

命題 4.3.1 ([10], [17]) (X,L)を n次元偏極多様体とする. さらに 1 ≤
i ≤ n−1なる整数 iに対し, (X,L)は仮定 1の (Ai), (Bi), (C), (Dn−i−1

i ),

(En−i−1
i )をみたし, さらに h0(Ln−i−1) ≥ 3をみたすとする. このとき,

もし∆i(X,L) = 0ならば, ∆i+1(X,L) = 0である.

これに関連して次の問題をあげておく.

問題 4.3.1 (X,L)を n次元非特異偏極多様体とする. このとき 1 ≤ i ≤
nなる整数 iで∆i(X,L) = 0かつ∆i+1(X,L) ̸= 0となる例があるか?
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4.4 一般化された∆-種数の基本問題4

上記でのべたように, ∆-種数の値が小さい場合の分類は藤田先生によ
り得られている. では一般化された∆-種数の値が小さい場合の分類は
どうなるであろうか?

基本問題 4 偏極多様体を第 i ∆-種数の値により分類せよ.

ただし, 一般化された∆-種数は, 負になることもありえるので, 一般
の場合について扱うのはいまのところ難しい. そこで, 一般化された∆-

種数の値が非負となる場合, 例えば, Lが非常に豊富な場合や底点自由
などの場合に, 一般化された∆-種数の値による分類を考えてみる. する
と i = 2の場合については次がいえる.

定理 4.4.1 ([10]) (X,L)を n次元偏極多様体 (n ≥ 3)で, Lは大域切
断で生成されているとする. もし∆2(X,L) = 0であるならば, (X,L)は
つぎのうちのいずれかである.

(1) (Pn,OPn(1)).

(2) (Qn,OQn(1)).

(3) 非特異射影曲線上の scroll.

(4) OX(KX + (n − 1)L) = OX , つまり, (X,L)はDel Pezzo 多様体.

(5) 非特異射影曲線上の quadric ファイブレーション.

(6) 非特異射影曲面上の scroll.

(7) (M,A)を (X,L)の reductionとする.

(7.1) n = 4, (M,A) = (P4,OP4(2)).

(7.2) n = 3, (M,A) = (Q3,OQ3(2)).

(7.3) n = 3, (M,A) = (P3,OP3(3)).
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(7.4) n = 3, M は非特異射影曲線上の P2-束であり, その任意の
ファイバー F に対して, (F,A|F ) ∼= (P2,OP2(2))が成り立つ.

ここで偏極多様体 (X,L)の reductionの定義を与えておく.

定義 4.1 (1) X (resp. Y ) を n次元非特異射影多様体とし, L (resp.

H)をX (resp. Y )上の豊富な因子とする. この時 (X,L)が (Y,H)

の simple blowing up であるとはある双有理射 π : X → Y が存
在して次の性質を満たす時をいう.

(1.1) π は Y のある 1点 blowing upである.

(1.2) L = π∗(H) − Eとなる. ただし E は π-exceptional effective

reduced divisorとする.

(2) X (resp. M) を n次元非特異射影多様体とし, L (resp. A) をX

(resp. M)上の豊富な因子とする. この時 (M, A) が (X, L)の
reductionであるとはある双有理射 µ : X → M で次の性質をみ
たすものが存在する時をいう.

(2.1) µ は有限回の simple blowing upの合成である.

(2.2) (M,A) は他の偏極多様体の simple blowing up からえられ
ない.

さて, ∆2(X,L) = 1については次のことがいえる.

定理 4.4.2 ([10], [12]) (X,L)を n次元偏極多様体 (n ≥ 3)で, Lは非
常に豊富であるとする. もし∆2(X,L) = 1であるならば, (X,L)はつ
ぎのうちのいずれかである (ただし, (M,A)は (X,L)の reductionとす
る).

(1) (M,A)は向井多様体 (つまりOM(KM +(n− 2)A) = OM)である.

(2) (M,A)は非特異楕円曲線 C 上の Del Pezzoファイブレーション
である. f : M → C をその射とすると, C 上の豊富な因子H で
KM + (n − 2)A = f∗(H)かつ deg H = 1なるものが存在する.
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(3) (M,A)は非特異曲面上の quadricファイブレーションである. f :

M → Sをその射とすると, S上の豊富な因子HでKM+(n−2)A =

f∗(KS + H)なるものが存在する. さらに (S,H)は以下のいずれ
かになる.

(3.1) Sは楕円曲線B上の P1-束 p : S → BでH = 3C0 − F , ただ
しC0 (resp. F ) は Sの極小断面でC2

0 = 1 (resp. pのファイ
バー)である.

(3.2) Sは超楕円曲面, H2 = 2であり, h0(H) = 1をみたす.

問題 4.4.1 (X,L)を非特異偏極多様体とし, Lは大域切断で生成されて
いる, もしくは非常に豊富であるとする. このとき∆i(X,L)の値により
(X,L)を分類せよ.

4.5 一般化された∆-種数の基本問題5

基本問題 5 第 i ∆-種数の幾何学的意味づけを与えよ.

これは例えば一般化された∆-種数が非負になった場合, この不変量
の値の幾何的意味はどのようなものになるかを調べたいということで
ある. これについては今のところ何もわかっていない. しかしこの問題
を考えることはとても重要なことであると考える.

4.6 一般化された∆-種数の基本問題6

基本問題 6 一般化された∆-種数を用いた応用を与えよ. 特に Lが
大域切断で生成されているか, もしくは非常に豊富な場合を考えよ.
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これについて考えることは, 一般化された∆-種数の存在意義を示す
上で重要である. Lがその大域切断で生成されている因子, もしくは非
常に豊富な因子の場合を考えると, 上でも述べたように, 一般化された
∆-種数は, ∆-種数と類似のよい性質をもつことがわかる. したがって今
までにわかっていない問題のうち, この一般化された∆-種数の性質を
もちいて解けるものがあるのではないかと考えている. 今後これに関し
て何か報告できることを望んでいる.
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