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1 はじめに

X を複素数体上定義された n次元非特異射影多様体, Lを X 上の豊富な因子とす

る. このとき対 (X,L)を偏極多様体と呼ぶ. 随伴束KX + Lの飯高次元 κ(KX + L)
が 0以上の場合, 定義により, ある正整数mで h0(m(KX + L)) > 0となるものが存
在する. このようなmについて考察を行うことが, 現在私が行っている研究の一つで
ある. 特に n = 4の場合について結果を得ることができたのでそれについて報告する.
今回, 津山シンポジウムで講演の機会を与えて下さった, 学習院大学の飯高茂先生
と津山高専の松田修先生に心から感謝したいと思います.

2 随伴束の大域切断の次元に関する問題について

(X,L)を n次元偏極多様体とする. ここで随伴束の大域切断の次元に関することに
ついて, 歴史を含めて, 知られていることをまとめてみよう.
まず, 一般に偏極多様体の随伴束の大域切断のなす次元についての問題, もしくは予
想で一番最初に考えられたものは (私の知る限り)1990年に Ionescuにより提出され
た以下のものであろう.

Conjecture 2.1 (Ionescu [19]) (X,L)を n次元偏極多様体とする. もしKX + L

が nefなら h0(KX + L) > 0が成立する.

(この問題は後述の Ambro-川又予想の特別な場合であることに注意しておく.) こ
れについては 2次元以下の場合では Riemann-Rochの定理や消滅定理などを用いる
と比較的簡単に示すことができる. しかし 3次元以上の場合はとても難しい問題とな
る. この 5年後にこの予想の特別な場合として Beltramettiと Sommeseにより次の
予想が提出された.

Conjecture 2.2 (Beltrametti-Sommese [2]) (X,L)を n次元偏極多様体とする.
もしKX + (n − 1)Lが nefなら h0(KX + (n − 1)L) > 0が成立する.
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この予想は Ionescu予想のかなり特別な場合であることはわかると思う. この予想
が提出された当初は, 以下の場合には正しいことが知られていた.

(1) 2次元以下の場合.

(2) Lが基点自由の場合.

しかしこの Beltrametti-Sommese予想についても 3次元以上の場合はかなり難しい
問題であり, 2004年ころまでは上記以外に筆者により次の場合に正しいことが示され
ていただけであった ([7]).

(3) dimX = 3 かつ h0(L) ≥ 2の場合.

(4) dimBs|L| = 0の場合.

ところが, 2004年ころ, 筆者がこれとは関係なく偏極多様体の不変量として第 i断

面幾何種数 gi(X, L)なるものを定義し, その性質を調べていた. (ここで第 i断面幾

何種数という物が出てきたが, 簡単に言うと, Lが非常に豊富な因子のときは, Lの完

備線形系 |L|の一般元を用いてうまくX を i次元まできったときにできる i次元非特

異射影多様体を Y とすると gi(X,L) = hi(OY )となる. もちろん断面幾何種数は一
般の豊富な因子について定義される. 特に i = 0のとき, g0(X,L)は Lの次数となり,
i = 1のとき, g1(X,L)は (X,L)の断面種数となる.)
そのころ n = 3かつ i = 2のときの g2(X,L)の性質についていくつかの性質がわかっ
ていて, それらを用いることにより n = 3のときに Conjecture 2.2を示すことができ
た ([10]). さらに h0(KX + 2L) = 1となる 3次元偏極多様体についても分類ができる
という, 自分にとって驚きの結果がえられた.
これを発端として Conjecture 2.2に関する論文がいくつか出た. (例えば [3], [4], [17]
など) 特に 2009年末に Höringは次の結果を示した.

Theorem 2.1 (Höring [17]) Xを高々有理特異点のみ持つ n(≥ 2)次元正規射影多
様体, AをX 上の nefかつ bigな Cartier因子でKX + (n− 1)Aを generically nefと
する. このとき 1 ≤ j ≤ n− 1なるある整数 jが存在して h0(KX + jA) > 0をみたす.

これにより h0(L) > 0なら一般次元でConjecture 2.2は正しいことが示されたこと
になる. しかし, 現在でも n ≥ 4では一般に Conjecture 2.2が正しいことはわかって
いない.
ところで Ionescu予想であるが, 今では次のような形に一般化されている.

Conjecture 2.3 (Ambro-川又) X を完備正規多様体，Dを X 上の Cartier因子，
B を X 上の有効 R-因子で (X,B)が川又ログ端末的とする．もし D がネフで D −
(KX + B)がネフかつ巨大なら h0(D) > 0である．
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この一般の予想は n ≤ 2 では川又氏により正しいことが示されている. しかし,
n ≥ 3ではとても難しい. Conjecture 2.3の非特異版が Conjecture 2.1であるが, こ
の場合でもかなり難しい. しかし, Höringが 2009年に次の結果 [17]を示した.

Theorem 2.2 (Höring [17]) X を高々Q-factorial canonical singularitiesをもつ 3
次元正規多様体, Aを X 上の nef かつ big な Cartier因子で KX + Aが nefとする.
このとき h0(KX + A) > 0が成り立つ.

とくに Conjecture 2.1の n = 3の場合が示されたことになる.
ところで (X,L)が非特異偏極多様体とする. KX + Lが nefであると non-vanishing
theoremよりκ(KX +L) ≥ 0となる. そこで一般にκ(KX +L) ≥ 0のときh0(m(KX +
L)) > 0となるmはどのような数になるかを考えるのは興味深い問題である. これに
ついて筆者は次の問題 [11, Problem 3.2]を考えた.

Problem 2.1

Mn := { r ∈ N | dimX = n かつ κ(KX + L) ≥ 0をみたす

任意の非特異偏極多様体 (X,L)に対して

h0(r(KX + L)) > 0となる
}

,

m(n) :=

{
min Mn Mn ̸= ∅のとき,

∞ Mn = ∅のとき.

このときm(n)を求めよ.

n ≤ 2ではm(1) = 1, m(2) = 1となることが Riemann-Rochの定理や消滅定理等を
用いると比較的簡単にわかる. しかし n = 3になると, とたんに難しくなる. そこで
これについて考え, 2007年にはm(3) ≤ 2となることを示すことができた ([13]). 特に
κ(KX + L) = 3なら h0(2(KX + L)) ≥ 3がいえ, さらに h0(2(KX + L)) = 3, 4とな
る (X,L)の分類も与えることができた ([14]). この分類を見ると, h0(2(KX +L)) = 3
となる (X,L)は κ(X) = −∞でなく, κ(X) = 0となることがわかる (これは私にとっ
てはちょっと意外であった).
以上のことから「m(3) = 1となるか, m(3) = 2となるか」が問題となったわけであ
る. これについては, しばらく未解決であったが, 実は, 2009年末に発表された上の
Höringの定理 (Theorem 2.2)とBeltrametti-Sommese, 藤田による随伴束の理論より
m(3) = 1となることが示される.
以上からm(3) = 1がいえて, n = 3の場合が解決された. n = 3の場合が解決されて
落胆していたが, 気持ちを切り替えて, n = 4の場合m(4)を調べ, 先手を打とうと考
えた. その結果が今回の内容である.

ここで, より一般に問題設定をおこなう.
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Definition 2.1 (♯)を偏極多様体 (X,L)に関する仮定とする. 任意の固定された正
整数 nに対して,

Pn(♯) := { (X,L) : 偏極多様体 | dimX = n, (X,L)は (♯)と

κ(KX + L) ≥ 0をみたす } ,

PNEF
n (♯) := { (X,L) : 偏極多様体 | dimX = n, (X,L)は (♯)をみたし

さらにKX + Lは nefである } ,

Mn(♯) :=
{

r ∈ N | ∀(X,L) ∈ Pn(♯)に対し h0(r(KX + L)) > 0
}

,

Mn(♯)+ :=
{

r ∈ N | ∀m ≥ rと ∀(X,L) ∈ Pn(♯)に対し h0(m(KX + L)) > 0
}

,

MNEF
n (♯) :=

{
r ∈ N | ∀(X,L) ∈ PNEF

n (♯)に対し h0(r(KX + L)) > 0
}

,

MNEF
n (♯)+ :=

{
r ∈ N | ∀m ≥ rと ∀(X,L) ∈ PNEF

n (♯)に対し h0(m(KX + L)) > 0
}

,

mn(♯) :=

{
min Mn(♯) Mn(♯) ̸= ∅のとき,
∞ Mn(♯) = ∅のとき.

mn(♯)+ :=

{
min Mn(♯)+ Mn(♯)+ ̸= ∅のとき,
∞ Mn(♯)+ = ∅のとき.

mNEF
n (♯) :=

{
min MNEF

n (♯) MNEF
n (♯) ̸= ∅のとき,

∞ MNEF
n (♯) = ∅のとき.

mNEF
n (♯)+ :=

{
min MNEF

n (♯)+ MNEF
n (♯)+ ̸= ∅のとき,

∞ MNEF
n (♯)+ = ∅のとき.

Remark 2.1 ここで次の不等式が成り立つことに注意する.

mn(♯) ≤ mn(♯)+,

mNEF
n (♯) ≤ mNEF

n (♯)+,

mNEF
n (♯) ≤ mn(♯),

mNEF
n (♯)+ ≤ mn(♯)+.

まず, 簡単な条件として次の場合を考える.

(SM) X が非特異射影多様体

このとき次の問題を考える.

Problem 2.2 mn(SM), mn(SM)+, mNEF
n (SM), mNEF

n (SM)+ を求めよ.
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一般にmNEF
n (SM)+ については以下のことが示される.

Proposition 2.1 MNEF
n (SM) ̸= ∅が成立する.

Proof. (X,L) ∈ PNEF
N (SM)とする. 任意の正整数mに対して (m−1)KX +mLは

nefかつ bigなので,川又-Viehwegの消滅定理から任意の正整数 iに対して hi(m(KX +
L)) = 0が成り立つ. したがって任意の正整数 tに対してh0(t(KX+L)) = χ(t(KX+L))
がいえる. また χ(t(KX + L))は次数が高々nの多項式なので, ある整数 pで 1 ≤ p ≤
n + 1かつ h0(p(KX + L)) > 0をみたすものが存在する. ここで次の Lemmaを用
いる.

Lemma 2.1 X を n次元完備正規多様体, D1とD2をX 上のCartier正因子とする.
このとき h0(D1 + D2) ≥ h0(D1) + h0(D2) − 1が成り立つ.

Proof. [8, Lemma 1.12]もしくは [18, 15.6.2 Lemma]をみよ.

これを使うと, 任意の (X,L) ∈ PNEF
N (SM)に対して h0((n + 1)!(KX + L)) > 0がい

える. したがって (n + 1)! ∈ MNEF
n (SM)となり, 主張を得る.

この命題より, mNEF
n (SM) < ∞ となることがわかる. さらに, 同様の手法で

mNEF
n (SM)+ < ∞ を示すこともできる. この値の上限に関する結果として, 最近,
荒川智匡氏により次のことが示された ([1]).

Theorem 2.3 (荒川)

KX + Lが nefとなる任意の n次元非特異偏極多様体 (X,L)に対して次が成立する.
m ≥ n(n+1)

2 + 2を満たす任意の正整数mに対して h0(m(KX + L)) > 0が成立する.
特に

mNEF
n (SM) ≤ mNEF

n (SM)+ ≤ n(n + 1)
2

+ 2

がいえる.

Remark 2.2 n ≤ 3の場合には次が成り立つことがわかっている.
mn(SM) = 1, mn(SM)+ = 1, mNEF

n (SM) = 1, mNEF
n (SM)+ = 1.

そこで次のステップとして n = 4の場合を考えたい. その手始めとして次のことに
ついて考える.

Problem 2.3 m4(SM)を求めよ.
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この問題を考える上で次の条件 (SRE)の場合について考えることが大切である.

(SRE) X が Gorenstein正規射影多様体で, 高々孤立末端特異点のみ持つ

Problem 2.3を考える上で必要になるのがこの条件であり,実はつぎの不等式が言える.

2mNEF
n (SRE)+ ≥ mn(SM)

(詳しくは, 「第 4節 主結果について」を参照のこと.) また

mNEF
n (SRE)+ ≥ mNEF

n (SM)+

であることを考えると, mNEF
n (SRE)+の上限を求めるとmNEF

n (SM)+の上限もわかる.

3 多重偏極多様体の断面幾何種数について

この章では主結果において用いられる, 多重偏極多様体の断面幾何種数の定義と基
本的性質について述べる.

Definition 3.1 Xをn次元射影多様体, iを 0 ≤ i ≤ n−1なる整数とし, L1, . . . , Ln−i

をX 上の豊富な Cartier因子とする. このとき, (X,L1, . . . , Ln−i)をタイプが n − i

の n次元多重偏極多様体とよぶ.

Notation 3.1 Xをn次元射影多様体, iを0 ≤ i ≤ n−1なる任意の整数, L1, . . . , Ln−i

をX 上の Cartier因子とする. このとき χ(Lt1
1 ⊗ · · · ⊗L

tn−i

n−i )は t1, . . . , tn−iに関する

多項式で次数は高々nである. このとき χ(Lt1
1 ⊗ · · · ⊗L

tn−i

n−i )は次のような式に一意的
に書ける.

χ(Lt1
1 ⊗ · · · ⊗ L

tn−i

n−i )

=
n∑

p=0

∑
p1≥0,...,pn−i≥0
p1+···+pn−i=p

χp1,...,pn−i(L1, . . . , Ln−i)
(

t1 + p1 − 1
p1

)
. . .

(
tn−i + pn−i − 1

pn−i

)
.

Definition 3.2 iを 0 ≤ i ≤ n− 1なる整数とし, (X,L1, . . . , Ln−i)をタイプが n− i

の n次元多重偏極多様体とする. このとき, 次を定義する.
(1)

χH
i (X,L1, . . . , Ln−i) :=


χ1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−i

(L1, . . . , Ln−i) if 0 ≤ i ≤ n − 1,

χ(OX) if i = n.
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(2) 第 i 断面幾何種数 gi(X, L1, . . . , Ln−i)は次の式で定義される:

gi(X,L1, . . . , Ln−i) = (−1)i(χH
i (X,L1, . . . , Ln−i) − χ(OX))

+
n−i∑
j=0

(−1)n−i−jhn−j(OX).

Remark 3.1 (0) Definition 3.2 (1)で定義された χH
i (X,L1, . . . , Ln−i)は

(X,L1, . . . , Ln−i)の第 i断面H-算術種数とよばれる.

(1) 0 ≤ p1 + · · · + pn−i ≤ nなる任意の非負整数 p1, . . . , pn−i に対して

χp1,···,pn−i(L1, . . . , Ln−i)は整数となる. したがって特に gi(X,L1, . . . , Ln−i)は
整数である.

(2) もし i = 0なら, g0(X,L1, . . . , Ln) = L1 · · ·Ln がいえる.

(3) もし i = 1なら,

g1(X,L1, . . . , Ln) = 1 +
1
2
(KX + L1 + · · · + Ln−1)L1 · · ·Ln−1

がいえる.

(4) もし i = nなら, gn(X) = hn(OX)が成立する.

(5) [12, Definition 2.1]において, 多重偏極多様体のより一般的な断面幾何種数につ
いて定義を与えている. 詳しくは [12]をみよ.

ここで断面幾何種数の幾何学的意味づけをみていく.そのために必要な記号をまず
定義する.

Notation 3.2 X を n次元非特異射影多様体, iを 1 ≤ i ≤ n − 1なる任意の整数と
する. L1, . . . , Ln−i を X 上の豊富な Cartier因子とする. ここで 1 ≤ j ≤ n − iなる

任意の整数 jに対して Bs|Lj | = ∅が成り立つとする. このとき Bertiniの定理により,
1 ≤ j ≤ n − iなる任意の整数 j に対して, |Lj |Xj−1 |のある一般の元 Xj ∈ |Lj |Xj−1 |
でXj は n− j 次元非特異射影多様体となるものが存在する (ここでX0 := X とおい

た).

Theorem 3.1 nと iをn ≥ 2かつ1 ≤ i ≤ n−1をみたす整数とする. (X,L1, . . . , Ln−i)
をタイプ n − iの n次元多重偏極多様体とする.
1 ≤ j ≤ n − iなる任意の整数 j に対して Bs|Lj | = ∅とする. このとき

gi(X,L1, . . . , Ln−i) = hi(OXn−i)

が成り立つ.
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Proof. [12, Theorem 2.3]をみよ.

多重偏極多様体の断面幾何種数の更なる性質については [12]をみよ.

次節の主結果を証明する際, 多重偏極多様体の断面幾何種数の性質を用いるが, 特
に次の二つの結果は重要である.

Proposition 3.1 X を n次元射影多様体, iを 0 ≤ i ≤ n − 1をみたすある整数とす
る. A,B,L1, · · · , Ln−i−1 をX 上の直線束とする. このとき

gi(X,A + B,L1, · · · , Ln−i−1)

= gi(X,A,L1, · · · , Ln−i−1) + gi(X,B,L1, · · · , Ln−i−1)

+gi−1(X,A,B,L1, · · · , Ln−i−1) − hi−1(OX)

が成り立つ.

Proof. [12, Corollary 2.4 and Remark 2.6]をみよ.

Theorem 3.2 X を n次元正規Gorenstein射影多様体で, X は高々末端特異点を持

つものとし, L1, · · · , Lm を X 上の nefかつ bigな直線束, H を X 上の nef直線束と
する. ただし n ≥ 2かつm ≥ 1とする. このとき

h0(KX + L1 + · · · + Lm + H) − h0(KX + L1 + · · · + Lm)

=
n−1∑
s=0

∑
(k1,···,kn−s−1)∈Am

n−s−1

gs(X,Lk1 , · · · , Lkn−s−1 , H)

−
n−2∑
s=0

(
m − 1

n − s − 2

)
hs(OX)

が成り立つ. ここで Ap
t := {(k1, · · · , kt) | kl ∈ {1, · · · , p}, ki < kj if i < j}とし,

∑
(k1,···,kn−s−1)∈Am

n−s−1

gs(X,Lk1 , · · · , Lkn−s−1 ,H) =

{
0 if n − s − 1 > m,
gn−1(X,H) if s = n − 1.

とおく.

Remark 3.2 [13, Theorem 5.1]では X が非特異という条件の下で上記等式を示し

たが, [13] の議論と同様にして, 「X が n次元正規 Gorenstein射影多様体で, 高々末
端特異点を持つ場合」にも証明することができる. なぜなら, 証明に必要な「Serreの
双対律」と「川又-Viehwegの消滅定理」がこの場合にも成り立つからである. くわし
くは [13, Theorem 5.1]をみよ.
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4 主結果について

さて, ここから 4次元偏極多様体の場合を調べよう. 本稿の主結果は以下のもので
ある.

Theorem 4.1 (X,L)を 4次元偏極多様体で, κ(KX + L) ≥ 0をみたすものとする.

(a) もし 0 ≤ κ(KX + L) ≤ 2なら, 任意の正整数mに対して h0(2m(KX + L)) > 0
が成り立つ. 特に h0(2(KX + L)) > 0がいえる.

(b) もしκ(KX+L) = 3なら, m ≥ 2なる任意の整数mに対して, h0(2m(KX+L)) >

0が成り立つ. 特に h0(4(KX + L)) > 0がいえる.

(c) もしκ(KX+L) = 4なら, m ≥ 3なる任意の整数mに対して, h0(2m(KX+L)) >

0が成り立つ. 特に h0(6(KX + L)) > 0がいえる.

(d) もし κ(X) ≥ 0なら, m ≥ 2なる任意の整数mに対して

h0(2m(KX + L)) ≥ (m − 1)(m − 2)(m2 + 3m + 6)
12

+ 1

が成り立つ. 特に h0(4(KX + L)) > 0がいえる.

では, 主結果の証明について述べよう. Theorem 4.1の証明においては, 次の基本方
針からわかるように, mNEF

4 (SRE)の上限を調べることが重要になる.

(Theorem 4.1の証明の方針)

(方針 1) (X,L) を 4 次元偏極多様体で仮定 (SRE) をみたすものとする. このとき
mNEF

4 (SRE)の上限を調べる.
(方針 2) 不等式m4(SM) ≤ 2mNEF

4 (SRE) を示すことによりm4(SM)の上限を得る.

4.1 (方針 1)について

まず (方針 1)について考える.この問題は κ(KX + L)の値によって手法が異なる.

(I) 0 ≤ κ(KX + L) ≤ 3のときは, X から 3次元以下の射影多様体 Y へのファイバー

空間をつくることができるのでこれを用いて調べる.

Theorem 4.2 n ≥ 4, (X,L)を n次元偏極多様体で仮定 (SRE)をみたすもの, そし
て Y を t次元正規射影多様体とする. ここで t ≤ 3であり, かつX から Y へのファイ

バー空間 f : X → Y (つまりX から Y への全射かつ連結なファイバーをもつ正則写

像)と Y 上のある豊富な Cartier因子H が存在してKX + L = f∗(H)をみたすとす
る. このとき次が成立する.
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(1) もし t ≤ 2ならば, 任意の正整数mに対して h0(m(KX + L)) ≥ 1が成り立つ.

(2) t = 3とする.

(2.1) もし h1(OX) ≥ 1なら, 任意の正整数mに対して h0(m(KX + L)) ≥ 1が
成り立つ.

(2.2) もし h1(OX) = 0なら, m ≥ 2なる任意の整数 mに対して h0(m(KX +
L)) ≥ 1が成り立つ.

(X,L)を n次元偏極多様体で仮定 (SRE)をみたすものとする. もしKX + Lが nef
ならば基底点自由定理を用いるとκ(KX +L) = t ≤ 3ならばXから Y へのファイバー

空間 f : X → Y と Y 上のある豊富な Cartier因子 H が存在して KX + L = f∗(H)
をみたす (ただし, t = dim Y ). したがって Theorem 4.2より次の定理が成立するこ
とがわかる.

Theorem 4.3 (X,L) を 4 次元偏極多様体で仮定 (SRE) をみたすとする. さらに
KX + Lは nefとする.

(1) もし 0 ≤ κ(KX + L) ≤ 2なら, 任意の正整数mに対して h0(m(KX + L)) > 0
が成り立つ.

(2) もし κ(KX +L) = 3なら, 2以上の任意の整数mに対して h0(m(KX +L)) > 0
が成り立つ.

(II) 次に κ(KX + L) = 4の場合を考える. このときまず次のことが言える.

Theorem 4.4 (X,L) を 4 次元偏極多様体で仮定 (SRE) をみたすものとする. さ
らに KX + Lは nefかつ bigとする. このとき m ≥ 4なる任意の整数 mに対して

h0(m(KX + L)) > 0が成り立つ.

Proof. 証明の流れは以下のようなものである.

(i) h0(4(KX + L)) > 0を示す.

(ii) h0(3(KX + L)) > 0か, もしくは h0(5(KX + L)) > 0が成立することを示す.

(iii) h0(3(KX + L)) > 0ならば h0(5(KX + L)) > 0が成立することを示す (これと
(ii)より h0(5(KX + L)) > 0が示せる).

(iv) h0(5(KX +L)) > 0ならば 5以上の任意の整数mに対して h0(m(KX +L)) > 0
が成立することを示す.
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ここでは (i)がどのように示されるかについて見てみる.
h0(4(KX + L)) = 0とする. このとき Lemma 2.1より, h0(2(KX + L)) = 0を得る.
したがって

0 ≥ h0(2(KX + L)) − h0(KX + L),

0 ≤ h0(3(KX + L)) − h0(2(KX + L)),

0 ≥ h0(4(KX + L)) − h0(3(KX + L))

がいえる. 一方 Theorem 3.2において n = 4, m = 1, L1 := (m − 2)KX + (m − 1)L,
H := KX + Lとおくと, つぎの等式を得る.

h0(m(KX + L)) − h0((m − 1)(KX + L)) (1)

= g3(X,KX + L) + g2(X,KX + L, (m − 2)KX + (m − 1)L) − h2(OX).

すると,

0 ≥ g3(X,KX + L) + g2(X,L,KX + L) − h2(OX), (2)

0 ≤ g3(X,KX + L) + g2(X,KX + L,KX + 2L) − h2(OX), (3)

0 ≥ g3(X,KX + L) + g2(X,KX + L, 2KX + 3L) − h2(OX) (4)

が成り立つことがわかる. (2) と (3) より

g2(X,KX + L,KX + 2L) ≥ g2(X,L,KX + L). (5)

が成り立ち, (3) と (4) より

g2(X,KX + L,KX + 2L) ≥ g2(X,KX + L, 2KX + 3L). (6)

を得る. 他方 Proposition 3.1 より

g2(X,KX + L,KX + 2L) = g2(X,KX + L,KX + L) + g2(X,KX + L,L) (7)

+g1(X,KX + L,KX + L,L) − h1(OX)

と

g2(X,KX + L, 2KX + 3L) = g2(X,KX + L,KX + L) + g2(X,KX + L,KX + 2L)

+g1(X,KX + L,KX + L,KX + 2L) − h1(OX) (8)

がいえることに注意する. すると (5) と (7)より,

g2(X,KX + L,KX + L) + g1(X,KX + L,KX + L,L) − h1(OX) ≥ 0 (9)
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がいえる. (6) と (8) より,

g2(X,KX + L,KX + L) + g1(X,KX + L,KX + L,KX + 2L) − h1(OX) ≤ 0 (10)

をえる. したがって (9) と (10) から

g1(X,KX + L,KX + L,L) − g1(X,KX + L,KX + L,KX + 2L) ≥ 0

がいえる. またKX + L は nef かつ 1-big なので

g1(X,KX + L,KX + L,L) − g1(X,KX + L,KX + L,KX + 2L)

= −1
2
(KX + L)3(4KX + 5L)

< 0

となり, 矛盾がいえる. したがって h0(4(KX + L)) > 0がいえる.

(ii), (iii), (iv)についても基本的にこのような議論で示すことができる (詳しくは [16]
をみよ).

さらにm = 3については次のことが言える.

Theorem 4.5 (X,L)を 4次元偏極多様体で仮定 (SRE)をみたすものとする. さら
にKX + Lは nefかつ bigとする. このとき h0(3(KX + L)) > 0が成り立つ.

まず必要な記号を決めておく.

Notation 4.1 (X,L)を 4次元偏極多様体で仮定 (SRE)をみたすものとする. この
とき r : X1 → X を X の特異点解消で X1 \ r−1(Sing(X)) ∼= X \ Sing(X)が成り立
つものとし, L1 = r∗(L)とする.

まず, 次の命題を示すことができる.

Proposition 4.1 (X,L)を 4次元偏極多様体で仮定 (SRE)をみたすものとする. こ
こで Notation 4.1をもちいる. またKX + Lは nefかつ bigであると仮定する. この
ときX 上の任意の nef直線束 A1 と A2 に対して次が成り立つ.

(i) c2(X1)r∗(A1)r∗(A2) ≥ − 1
8 (18KX1L1 + 27L2

1)r
∗(A1)r∗(A2).

(ii) 次のいずれかが成立する.

(ii.1) c2(X1)r∗(A1)r∗(A2) ≥ −1
3 (6KX1L1 + 8L2

1)r
∗(A1)r∗(A2).
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(ii.2) X は rationally connectedであり, h0(KX + 2L) = h0(KX + L) = 0が成
り立つ.

Proof. 論文 [16, Proposition 3.2]を参照せよ.

これを用いて Theorem 4.5を示す.

Proof. h0(3(KX + L)) = 0と仮定して矛盾を出す.
このとき Lemma 2.1より, h0(KX + L) = 0を得る. したがって

0 ≤ h0(2(KX + L)) − h0(KX + L)

0 ≥ h0(3(KX + L)) − h0(2(KX + L))

がいえる. また, Theorem 4.4の証明内の式 (1), つまり

h0(m(KX + L)) − h0((m − 1)(KX + L))

= g3(X,KX + L) + g2(X,KX + L, (m − 2)KX + (m − 1)L)

−h2(OX).

を使うと,

0 ≤ g3(X,KX + L) + g2(X,KX + L,L) − h2(OX) (11)

0 ≥ g3(X,KX + L) + g2(X,KX + L,KX + 2L) − h2(OX) (12)

がいえる. (11) と (12) により

g2(X,KX + L,KX + 2L) ≤ g2(X,KX + L,L)

が成り立つ. 他方, Proposition 3.1から

g2(X,KX + L,KX + 2L) = g2(X,KX + L,KX + L) + g2(X,KX + L,L)

+g1(X,KX + L,KX + L,L) − h1(OX)

が成り立つので

g2(X,KX + L,KX + L) + g1(X,KX + L, KX + L, L) − h1(OX) ≤ 0 (13)

をえる.
(A) まず (X,L)は Proposition 4.1の (ii.1)をみたすとする. Notation 4.1をもちい
る. このとき [9, (2.2.A)] と [15, Lemma 3.1]より

g2(X,KX + L,KX + L)
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= g2(X1, r
∗(KX + L), r∗(KX + L))

= −1 + h1(OX1) +
1
12

(KX1 + 3r∗(KX + L))(KX1 + 2r∗(KX + L))r∗(KX + L)2

+
1
12

c2(X1)r∗(KX + L)2 +
1
24

(2KX1 + 2r∗(KX + L))r∗(KX + L)3

≥ −1 + h1(OX1) +
1
12

(KX1 + 3r∗(KX + L))(KX1 + 2r∗(KX + L))r∗(KX + L)2

− 1
36

(6KX1L1 + 8L2
1)r

∗(KX + L)2 +
1
24

(2KX1 + 2r∗(KX + L))r∗(KX + L)3

= −1 + h1(OX1) +
7
6
(KX + L)4 − 5

6
(KX + L)3L +

1
36

(KX + L)2L2

がえられる. また,

g1(X,KX + L,KX + L,L) = 1 +
3
2
(KX + L)3L. (14)

なので

g2(X,KX + L,KX + L) + g1(X,KX + L, KX + L, L) − h1(OX)

≥ −1 + h1(OX1) +
7
6
(KX + L)4 − 5

6
(KX + L)3L

+
1
36

(KX + L)2L2 + 1 +
3
2
(KX + L)3L − h1(OX1)

=
7
6
(KX + L)4 +

2
3
(KX + L)3L +

1
36

(KX + L)2L2

> 0

をえる. これは (13)に矛盾する. したがってこの場合はありえない.

(B) 次に (X,L) は Proposition 4.1 (ii.2)をみたすとする. Proposition 4.1 (i)を用い
ると, [9, (2.2.A)] と [15, Lemma 3.1]から,

g2(X,KX + L,KX + L)

= g2(X1, r
∗(KX + L), r∗(KX + L))

≥ −1 + h1(OX1) +
1
12

(KX1 + 3r∗(KX + L))(KX1 + 2r∗(KX + L))r∗(KX + L)2

− 1
32

(6KX1L1 + 9L2
1)r

∗(KX + L)2 +
1
24

(2KX1 + 2r∗(KX + L))r∗(KX + L)3

= −1 + h1(OX1) +
7
6
(KX + L)4 − 41

48
(KX + L)3L − 1

96
(KX + L)2L2

がえられる. したがって (14)より

g2(X,KX + L,KX + L) + g1(X,KX + L, KX + L, L) − h1(OX)

≥ 7
6
(KX + L)4 +

31
48

(KX + L)3L − 1
96

(KX + L)2L2
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が成り立つ. ここで [15, Theorem 3.2 (i)]より

g2(X,KX + L,KX + L) = h0(3KX + 2L) − 2h0(2KX + L) (15)

がいえる. なぜならX は rationally connectedであるからである.
また, h1(OX) = 0に注意すると, もし g2(X,KX +L,KX +L) ≥ 0なら, g2(X,KX +
L,KX +L)+ g1(X,KX +L,KX +L,L)−h1(OX) ≥ g1(X,KX +L,KX +L,L) > 0
がいえるが, これは (13)に矛盾する. したがって g2(X,KX + L,KX + L) < 0がい
え, (15)から h0(2KX + L) > 0がわかる. ここで

(KX + L)3L =
(

KX +
1
2
L

)
(KX + L)2L +

1
2
(KX + L)2L2

がいえることに注意する. このとき

31
48

(KX + L)3L =
31
48

(
KX +

1
2
L

)
(KX + L)2L +

31
96

(KX + L)2L2

≥ 31
96

(KX + L)2L2

がいえる. したがって

g2(X,KX + L,KX + L) + g1(X,KX + L, KX + L, L) − h1(OX)

≥ 7
6
(KX + L)4 +

31
48

(KX + L)3L − 1
96

(KX + L)2L2

≥ 7
6
(KX + L)4 +

5
16

(KX + L)2L2

> 0

がいえるが, これもありえない.
したがって, 以上 (A)と (B)より h0(3(KX + L)) > 0を得る.

(III) κ(X) ≥ 0については, 論文 [16]をみよ.

4.2 (方針 2)について

まず Beltrametti, Sommese, 藤田による随伴束の理論から次の結果が成り立つこと
が知られている.

Theorem 4.6 (X,L)を n次元偏極多様体とする. ただし n ≥ 3とする. このとき
(X,L)は次のいずれかをみたす.

(1) (Pn,OPn(1)).
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(2) (Qn,OQn(1)).

(3) 非特異射影曲線上の scroll.

(4) Del Pezzo 多様体.

(5) 非特異射影曲線上の quadric fibration.

(6) 非特異射影曲面上の scroll.

(7) (M,A)を (X,L)の縮約とする.

(7.1) n = 4, (M,A) = (P4,OP4(2)).

(7.2) n = 3, (M,A) = (Q3,OQ3(2)).

(7.3) n = 3, (M,A) = (P3,OP3(3)).

(7.4) n = 3, M は非特異射影曲線上の P2-bundleであり, この任意のファイバー
F ′ に対して, (F ′,A|F ′) ∼= (P2,OP2(2)).

(7.5) KM ∼ −(n − 2)A, つまり, (M,A) は 向井多様体.

(7.6) (M,A)は非特異射影曲線上の Del Pezzo fibration.

(7.7) (M,A)は正規射影曲面上の quadric fibration.

(7.8) n ≥ 4 で (M,A)は 3次元正規射影多様体上の scroll.

(7.9) KM + (n − 2)Aは nefかつ bigである.

Proof. [2, Proposition 7.2.2, Theorem 7.2.4, Theorem 7.3.2, Theorem 7.3.4, The-
orem 7.5.3], もしくは, [5, Chapter II, (11.2), (11.7), and (11.8)]をみよ.

Remark 4.1 (X,L)を n次元偏極多様体とする. ただし n ≥ 3とする.

(1) κ(KX + (n − 2)L) = −∞であるための必要十分条件は (X,L)が Theorem 4.6
の (1)から (7.4)までのいずれかになることである.

(2) κ(KX + (n − 2)L) = 0であるための必要十分条件は (X,L)が Theorem 4.6の
(7.5)になることである.

(3) κ(KX + (n − 2)L) ≥ 1であるための必要十分条件は (X,L)が Theorem 4.6の
(7.6)から (7.9)までのいずれかになることである.

さらに 4次元の場合, 次のことが証明されている.
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Theorem 4.7 (X,L)を 4次元偏極多様体とする. このとき, つぎが成り立つ.

(1) κ(KX + L) ≥ 0 であるための必要十分条件はある正規 Gorenstein 射影多様体
W3 で高々孤立末端特異点のみ持つものと, W3 上の豊富な因子 H3 と双有理正則写

像 Φ : X → W3 が存在して KW3 + H3 は nefでありかつ任意の正整数 mに対して

h0(2m(KX + L)) = h0(m(KW3 + H3))が成り立つ.

(2) κ(KX + L) = −∞であるための必要十分条件は (X,L)が次のいずれかを満たす
ことである:

(2.1) (X,L)は Theorem 4.6の (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7.1), (7.5), (7.6), (7.7),
(7.8)のいずれかである.

(2.2) ある正規射影多様体W3で高々孤立 terminal特異点をもつものと, W3上の豊富な

因子H3, そして双有理正則写像Φ : X → W3が存在して (W3,H3)は [6, (4.∞)]
の (4.2), (4.4.0), (4.4.1), (4.4.2), (4.6.0.0), (4.6.0.1.0), (4.6.0.2.1), (4.6.1), (4.7),
(4.8.0)のいずれかである.

するとこのような随伴束の理論,特にTheorem 4.7により不等式m4(SM) ≤ 2mNEF
4 (SRE)

をえることができる.

4.3 まとめ

上記の (方針 1)と (方針 2)を考え, Theorem 4.3, 4.4, 4.5, 4.7 を用いることにより,
Theorem 4.1をえることができる. この系として次の結果を得る.

Corollary 4.1 m4(SM) ≤ 6.
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