
代数学 IA 演習問題 NO.9

準同型、同型編《二つの群を比べるには、準同型を調べるのが基本
である。》
準同型とは、演算を保つ写像の事である。

定義 9.1. G,H を群とする。G から H への写像 f : G → H が準同型
（正確には、群としての準同型写像)であるとは、任意の g1, g2 ∈ G に
対して、

f(g1g2) = f(g1)f(g2)

が成り立つときに言う。準同型 f が全単射でもある時、f は同型であ
ると言う。

問題 9.1. n を正の整数とします。Z から Z への写像 f を、

f(k) = nk

で定めると、f は準同型であることを示しなさい。さらに、これは n > 1
なら同型ではないことを示しなさい。。

問題 9.2. a, b, n を正の整数とします。aZ から bZ への写像 f を、

f(k) = nk

で定めるとき、f が準同型になるのは a, b, n の間にどのような関係が
なりたつときか、答えなさい。

問題 9.3. 次の二つのことを示しなさい。
(1) Z から Z への写像 n 7→ n2 は準同型ではない。
(2) Z から Z への写像 n 7→ n+ 1 も準同型ではない。

定義 9.2. 以下では、《チャンネルの群》

Cn = ⟨g; gn = e⟩ = {e, g±1, g±2, g±3, . . . ( 但し、gn = e))}
を頻繁に使います。この式は「Cn は一つの元 g で生成された群で、g
は gn = e を基本関係式として持つ」と言う意味です。g は「チャンネ
ルを左に一目盛ひねる」と言う操作にあたります。(アルファベットの
「g」にはとくに意味がありません。場合によっては h だとか、他の記
号を使うこともあります。 ) Cn のことを、数学では、「位数 n の巡回
群」と言います。

問題 9.4. (0.5点) Cn の位数を求めなさい。

問題 9.5. nを正の整数とします。ZからCn = ⟨g; gn = e⟩への写像を、
f(k) = gk

で定めると、f は準同型であることをしめしなさい。さらに、これは
同型ではないことを示しなさい。

問題 9.6.

(1) C6 = ⟨g; g6 = e⟩ の元を全て書き出しなさい。
(2) C4 = ⟨h;h4 = e⟩ の元を全て書き出しなさい。
(3) f : C6 → C4 を f(gp) = h2p で定義します。このとき、C6 の各
元は C4 のどの元に対応するか、上で書き出した元の間を矢印
で結ぶことによって示しなさい。
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問題 9.7.

(1) C5 = ⟨g; g5 = e⟩ の元を全て書き出しなさい。
(2) C4 = ⟨h;h4 = e⟩ の元を全て書き出しなさい。
(3) f : C5 → C4 を f(gp) = h2p (p ∈ Z) で定義しようとしても、う
まくいかない。このことを、C5 の各元は C4 のどの元に対応す
るか、上で書き出した元の間を矢印で結ぼうとすることによっ
て示しなさい。(g0 = g5 等に注意。)

問題 9.8. m,n を正の整数とします。Cm = ⟨g; gm = e⟩ = から Cn =
⟨h;hn = e⟩ への写像を、

f(gp) = hp (p ∈ Z)
で定めようとします。このとき、f が準同型になるのはいつか、答え
なさい。

問題 9.9. a,m, n を正の整数とします。Cm = ⟨g; gm = e⟩ = から
Cn = ⟨h;hn = e⟩ への写像を、

f(gp) = hap (p ∈ Z)
で定めようとします。このとき、f が準同型になるのはいつか、答え
なさい。

問題 9.10. G = GL(n;R) から、 H = GL2(R) への写像 f を、

f(A) =

(
det(A) 0

0 det(A)−1

)
で定義すると、f は準同型であることをしめしなさい。

定義 9.3. f : G → H を二つの群の間の準同型とする。f の核 (kernel)
とは、H の単位元 eH の f の逆像の事である。すなわち、

Ker(f) = f−1(eH) = {g ∈ G; f(g) = eH}

問題 9.11. 問題 9.5 の写像 f の核を求めなさい。

問題 9.12. 問題 9.6 の写像 f の核を求めなさい。

問題 9.13. 群準同型 f : G → H の核は一般に、G の正規部分群であ
ることを示しなさい。

問題 9.14. f : R → C× を、f(x) = cos(x) +
√
−1 sin(x) で定義する

と、f は群の準同型になることを示しなさい。さらに、f の核を求め
なさい。ただし、R は実数全体の集合に足し算で演算を決めた群、C×

は 0 を除いた複素数にかけ算で演算を決めた群である。

問題 9.15. C× → C× : z 7→ z5 は群準同型であることを示し、その核
を元を全て書き表すことにより求めなさい。ただし、元は

?(cos(??) +
√
−1 sin(??))

(極座標表示)の形で表現すること。


