
代数学特論 II 要約 NO.2

今日の テ ー マ :

行列の 弱固有空間

次の こ と は 予備知識と し て 知っ て い る も の と 仮定す る 。

定理 2.1. C は 代数的閉体で あ る 。 す な わ ち、 C 上の 1変数多項式 (つ ま り 、 C[X] の 元)
で 、 定数で な い も の は 必ず 少な く と も 一つ の 根をも つ 。

系 2.1. C[X] の 元で 、 定数で な い も の は 必ず 一次式の 積に 分解 で き る 。

さ て 、 n 次の 正方行列 A ∈ Mn(C) に 対し て 、

E, A, A2, A3, . . . , An2

は 必ず 一次従属で あ る か ら、

補題 2.1. モ ニ ッ クな C[X] \ C の 元 f(X) で 、

f(A) = 0

を満たす も の が 必ず 存在す る 。

と い う こ と が 分か る 。 こ の よ う な f の う ち、 次数の 最小な も の を A の 最小多項式と 呼
ぶ 。 本講義で は 、 し ば らく A の 最小多項式の こ と を µA(X) と 書く こ と に し よ う 。

µA(X) = (X − λ1)
e1(X − λ2)

e2 . . . (X − λs)
es

(λ1, . . . , λs は 相異な る µA の 根で 、 e1, . . . , es は そ れ ぞ れ の 重複度) と 因数分解 す る こ と が
で き る 。

命題 2.2. Cn を、 (A− λi)
ei = 0 を満たす よ う な 部分空間 Vi の 直和に 分解 す る こ と が で

き る 。 す な わ ち、

Vi = {v ∈ C
n; (A − λi)

eiv = 0}

な る 式で Vi を定義す る と 、

C
n = ⊕s

i=1
Vi

と C
n は Vi の 直和に 分解 さ れ る 。

命題 2.3. 次の よ う な C[X] の 元 p1, p2, . . . , ps が 存在す る 。 (具体的に λ1, λs, e1, e2, . . . , es

か ら計算可 能で あ る 。 )

(1) p1(A) + p2(A) + . . . ps(A) = 1
(2)

pi(A)pj(A) =

{

pi(A) (i = j の と き )

0 (i 6= j の と き )

(3) pi(A)Cn = Vi

定義 2.1. Vi の こ と を A の λi に 属す る 弱固有空間と い う 。
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問題 2.1. 7 次正方行列

A =



















1 0
0 1

2 1
0 2

3 1 0
0 3 1
0 0 3



















(書い て い な い 成分は 全て 0 ) に 対し て 、 命題 2.3を満たす p1, p2, . . . , ps を具体的に 求め
よ 。 さ らに 、 p1(A), p2(A), . . . , ps(A) を求め よ 。


